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Dies sind meine Notizen zur Vorlesung “Lineare und ganzzahlige Optimierung”,
die im Sommersemester 2022 von DR. ULRICH BRENNER an der Universitéit
Bonn gehalten wurde.

Warning. Dies ist kein offizielles Skript.

Diese Mitschrift enthélt sicherlich einige Fehler. Ich freue mich bei gefundenen
Fehlern' oder anderweitigen Verbesserungsvorschligen immer iiber eine Mail an
lecturenotes@jrpie. de.

0.1 Voraussetzungen

Es wire gut, EDM gehort zu haben.

1 Ubersicht

Example 1 (Wichtige Anwedung). Ein Bauer hat 10ha Land, auf dem er
Mais oder Weizen anbauen kann. 1ha Mais bringt 2 Einheiten Geld ein,
1ha Weizen hingegen 3 Einheiten Geld.

Tabelle 1: Benttigte Ressourcen
Mais  Weizen
Arbeit 1 Tag 3 Tage
Wasser 5 2

Es stehen 16 Arbeitstage und 40 Einheiten Wasser zur Verfiigung. Ziel ist
es, die Einnahmen zu maximieren.

Modellierung: = := Flache mit Mais, y := Flidche mit Weizen.

Maximiere 2z + 3y

so dass
z+y <10
T+ 2y <16
5z + 2y < 40
z,y =0

Graphische Losung:

Lauch Rechtschreibfehlern und #hnlichen Kleinigkeiten
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Es ergibt sich eine optimale Losung von (z,y) = (4, 6).
In der Vorlesung werden wir
e Probleme als Lineare Programme modellieren

e Die Struktur der Losungen untersuchen

2 Lineare Programme

Definition 2 (Optimierungsproblem). Ein Optimierungsproblem ist
ein Paar (I, f) aus einer Menge I und einer Zielfunktion f: I — R.
Elemente von I heilen zuléssige Lésungen von (7, f).

Falls T = ¢, so heifit (I, f) unzulissig, anderenfalls heifit (I, f) zuldssig.

Wenn (I, f) ein Maximierungsproblem ist, dann suchen wir ein z* €
argmax,.; f(x). Das Problem heifit beschréinkt, wenn es ein k € R gibt,
sodass f(z) < k fiir alle z € I gilt. Anderenfalls heifit das Problem unbe-
schrinkt.

Analoges definieren wir fiir Minimierungsprobleme.

Observe. Unzuldssige Optimierungsprobleme sind beschrdankt.

Definition 3 (Lineare Optimierungsprobleme). Ein lineares Optimie-
rungsproblem? ist ein Optimierungsproblem der folgenden Form:

Gegeben eine Matrix A € R™*" Vektoren ¢ € R™, b e R™.
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Gesucht ist ein Vektor z € R” mit Az < b, der ¢!z maximiert.

2Aus historischen Griinden auch lineares Programm (LP)

Observe. Es handelt sich um ein Optimierungsproblem mit I == {x € R"|Ax <

b}, f(x) = ct - .

Notation 3.1. Schreibweise fiir lineares Programme:

max Ct €T

sd. Az < b

Diese Form heifit Standard-Ungleichungsform.

Kiirzer, aber missverstindlich: max{ctz|Az < b} bezeichnet manchmal
auch das Maximierungsproblem, unter Umstinden aber auch einfach nur
das Maximum.

Notation 3.2. Wir schreiben immer A = (a;;)icf1,....m} und c als ¢ =
je{1,...,n}
C1

= (e1,...,¢n). Alle Vektoren sind Spaltenvektoren (auBer er wird

Cn
explizit transponiert).

Es bezeichne I,, die Einheitsmatrix. Fiir Matrizen A, B bezeichne ferner
[A|B] die Konkatenation der Matrizen.

Example 4 (Beispiel aus der Einleitung).

max (2,3)(5)

11 10
1 2 10
sd. | 5 2 (x) < |40
1 o |V 0
0 -1 0

Observe. Minimierungsprobleme kénnen auch modelliert werden:

min ctz

s.d. Ax < b

ist offenbar dquivalent zu
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max —Ctl‘

s.d. Ax < b

Auflerdem sind auch Nebenbedingungen der Form

n
Z aijxj = bz
J=1

méglich (da dquivalent zu — >

3=1 a;jx; < —b; ). Insbesondere kann auch Gleich-
heit gefordert werden.

Warning. Strikte Ungleichungen diirfen nicht gefordert werden!

Notation 4.1 (Standard-Gleichungsform).

max Ct xT

sd. Az =10

z>=0

Beide Standartformen koénnen ineinander iiberfithrt werden:
e Gleichungsform ~» Ungleichungsform:
Ersetze Az = b durch Az < bund —Ax < —bund x > 0 durch —I,x <0
e Ungleichungsform ~» Gleichungsform:
Sei (P):

max Ct T

s.d. Az < b

ein LP in Standard-Ungleichungsform.

Ersetze jede Variable x; durch zwei Variablen z;,7;. Fiir jede der Unglei-
chungen in Az < b fithren wir eine Slackvariable (deutsch auch Schlupf-
variable) Z; ein.

Seiz=(z1...,2n), Z=(Z1,..-,2n), T = (¥1,...,Tm). Betrachte (P’):

max c'(z — %)

s.d. [A] — A|Ln]

ISTERS{IEN
Il
(=

ISIERSI RN
\%
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Die Nebenbedingung ist offenbar dquivalent zu Az — AZ + & = b. Jede
Optimallssung = von (P) ldsst sich in eine Optimallésung von (P’) um-
wandeln:

Setze z; = max{z;,0},z; == —min{x;,0}, &; ==b; — X"

=1 Qi ;.

Jede Optimallésung z,Zz,Z von (P’) ldsst sich in eine Optimallésung von
(P) umwandeln: Setze © = z — Z.

Observe. Bei der Umwandlung der Standard-Ungleichungsform in die Standard-
Gleichungsform erhoht sich die Zahl der Dimensionen, aus einer m X n-Matriz
wird eine m x (2n + m)-Matriz. Allerdings hat der Lisungsraum eine bessere
Struktur: Sie sind immer spitz, sieche Example /8.

Moégliche Ergebnisse fiir ein LP
e unzulissig (I = ¥) (infeasible)
e zuliissig und unbeschrinkt (feasible but unbounded)
e zuliissig und beschrinkt (feasible and bounded)
In diesem Fall exsitiert eine Optimallésung. Diese kann in polynomieller

Zeit berechnet werden, wie wir im Verlauf der Vorlesung sehen werden.

Example 5.

max min{c'z + d, e’z + f}
s.d. Az <b

AeR™ ™M™ cee R" beR™ d,feR

kann wie folgt als LP modelliert werden

max o

sd. o —clz<d
o—er<f
Az <b

Example 6.

min |c'z + d
sd. Ax < b
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lasst sich als LP formulieren als

max —o

sd. —o—cz<d
—o+clz < —d
Ar <b

Die Nebenbedingungen sind fquivalent zu o > max{ctz + d, —clz — d} =
|ctx + d|.

Definition 7 (Ganzzahliges lineares Programm). Ein Problem der Form
max 'z

Ar <b
Tz eZ"

heifit ganzzahliges lineares Programm (GLP).

Warning. Fin ganzzahliges lineares Programm ist kein lineares Programm.
Das Losen ganzzahliger linearer Programme ist NP-schwer, lineare Program-
me konnen hingegen in polynomieller Zeit gelost werden.

Oft fordert man nur fiir einen Teil der Eintréige von x Ganzzahligkeit. Dies be-
zeichnet man dann als gemischt-ganzzahliges lineares Programm (MILP).

2.1 Modellierung von Optimierungsproblemen als (MI)LPs

Definition 8. Sei G ein gerichteter Graph mit Kapazititen v : E(G) —
R-¢ und s,¢ Knoten von G. Ein zuldssiger s — ¢-Fluss in (G, u) ist eine
Abbildung f : E(G) — Rs mit

o f<u
o As(v) = Zeeag(u) fle) — Zeeég(v) f(e) =0 fir alle v e V(G)\{s,t}
Der Wert eines s — t-Fluses ist val(f) := Ay (s).

Problem (Maximum-Flow-Problem). Gegeben sei ein gerichteter Graph G mit
Kapazititen v und Knoten s #t € V(QG).

Gesucht ist ein s — t-Fluss mit maximalem Wert.

LP-Formulierung;:
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e€dt(s) e€d,

s.d. z, > 0 Ve e E(G)
Te < Ue Ve e E(G)
Ay(v) = 0Vve V(G)\{s,t}

Problem (Bottleneck-Maximum-Flow-Problem mit 2 Quellen). Gegeben sei ein
gerichteter Graph G, Kapazititen u und drei Knoten s1,s2,t € V(G).

Finde eine Abbildung f : E(G) — Rso mit
o f(e) <ule) Vee E(G)
o Ar(v) =0 Yve V(G)\{s1,s92,t}
sodass min{Ar(s1), As(s2)} mazimiert wird.
Idea. Verwende die LP-Formulierung von Maxzimum-Flow und Example 5.

Andere Probleme lassen sich hingegen als ILP, aber (vermutlich) nicht als LP
formulieren:

Problem (Vertex Cover). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G mit Gewich-
ten c: V(G) - Rxy.

Gesucht ist eine Menge X < V(G) mit {v,w} n X # & fiir alle e = {v,w} €
E(G), so dass ¢(X) minimal ist.

Dieses Problem ist NP-schwer und kann daher (vermutlich) nicht als LP formu-
liert werden. Als ILP ist dies hingegen moglich:

min Z xyc(v)
veV (G)
s.d. Ty +xyw =1 V{v,w}e E(Q)
x, € {0,1} Yo e V(G)
Dabei steht x, = 1 dafiir, dass v € X. Insbesondere folgt, dass ganzzahlige

lineare Programmierung NP-schwer ist.

Durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungne erhalten wir das folgende LP:
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Dieses LP wird als LP-Relaxierung bezeichnet. In diesem Fall liefert uns die
Relaxierung eine 2-Approximation des Vertex Cover Problemes: Fiir jede Losung
x des relaxierten Problemes erhalten wir eine ganzzahlige Losung & durch

81
<
[
—
S
8
S
WV
N[ D=

Bei einem Minimierungsproblem kann das Relaxieren den Wert einer optimalen
Losung offenbar nur verkleinern. Das Supremum des Verhéltnisses des Wertes
einer optimalen Losung eines ILP und seiner Relaxierung bezeichnen wir als
integrality gap der Relaxierung.

Fiir die vorige Formulierung von Vertex Cover haben wir bereits gezeigt, dass
die integrality gap hochstens 2 ist. Fiir die andere Abschitzung betrachte den
vollstéindigen Graphen mit ¢ = 1.

Problem (Stable Set Problem). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G mit
Gewichten ¢ : V(G) — Rxo.

Gesucht wird eine Menge X < V(G) mit |{v,w} n X| < 1 fir alle e = {v,w} €
E(G), welche ¢(X) mazimiert.

Auch dieses Problem kann als ILP formuliert werden:

s.d. Ty + 2w <1 V{v,w}e E(G)
x, € {0,1} Yv e V(G)

Die LP-Relaxierung liefert hier jedoch keine sinnvollen Ergebnisse. Selbst wenn
G = K, ist, kann z, = % fiir alle v gesetzt werden, folglich ist die integrality

. n—o0
gap mindestens § —— o0.

2.2 Polyeder

Definition 9. Sei X € R”. X heifit konvex, wenn fiir alle z,y € X,t €
[0,1] auch tz + (1 —t)y € X.

Definition 10. Seien z,...,x; € R™, sowie A,..., A\p = 0 mit D, A\; = 1.
Dann heifit z = ZZ Miz; Konvexkombination von xq,...,x.

Die konvexe Hiille conv(X) ist die Menge X < R™ aller Konvexkombi-
nationen von Mengen von Vektoren aus X.
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Remark 10.1. Die konvexe Hiille ist die inklusionsminimale konvexe Men-
ge, welche X enthalt.

Definition 11. Sei X < R™.

(a) X heiit Halbraum (half-space), falls ein a € R™\{0} und ein b € R
existiert, so dass X = {z € R"|a'z < b}. Der Vektor a heift Norma-
lenvektor von X.

(b) X heilt Hyperebene (hyperplane), wenn es einen Vektor a € R™\{0}
und ein b € R gibt, sodass X = {z € R"|a’x = b}. a heifit dabei Nor-
malenvektor von X.

(c) X heifit Polyeder (polyhedron), wenn es eine Matrix A € R™*" und
ein b € R™ gibt, sodass X = {x € R"|Az < b}.

(d) X heiit Polytop (polytope), wenn es ein Polyeder ist und es eine
Zahl K € R gibt, sodass |z|| < K fiir alle z € X gilt.

Example 12. & = {x € R"|0x < —1} ist ein Polytop. R"” = {z € R"|0z <
0} ist ein Polyeder, aber kein Polytop.

Observe. Polyeder sind konvex und abgeschlossen.

Lemma 13. Eine Menge X € R” ist genau dann ein Polyeder, wenn eine
der beiden folgenden Bedingungen gilt:

e X =R"
e X ist der Schnitt von endlich vielen Halbraumen.

«

Beweis. “ «<=" trivial.

“ b

S

Sei X = {z € R"|Az < b}. Falls X = ¢, soist X = {z e R"|1\z < -1} n{z €
R"|—1% 2z < —1} Anderenfalls kénnen wir annehmen, dass A keine Zeile enthélt,
die der Nullvektor ist.

Dann ist X = (),{z € R"|a;x < b;}, wobei a; die Zeilen von A seien. O

Definition 14. Die Dimension einer Menge X < R" ist
dim(X) := n — max{rank(A4)|4A € R™*", Az = AyVz,y e X}
Observe. Fine dquivalente Definition ist, dass dim(X) = d, wobei d mazimal

1st, so dass es vy, vy, ...,vq € X ¢ibt, fir die vi—uvg,...,vq—vg linear unabhingig
sind.
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Definition 15. Eine Menge X < R”™ heifit konvexer Kegel (convex
cone), wenn X # ¢ und fiir alle z,y € X und A, p € R gilt: Az +py € X.

Observe. J # X < R" ist genau dann ein konvezer Kegel, wenn X konvex ist
undre X,A\>0 = dreX.

Definition 16. X < R" heifit polyedrischer Kegel (polyhedral cone)
wenn X ein Polyeder und ein konvexer Kegel ist.

Lemma 17. Eine Menge X < R" ist genau dann ein polyedrischer Kegel,
wenn es eine Matrix A € R™*" gibt, sodass X = {z € R"|Az < 0}.°

“Wir fordern, dass ¢ kein konvexer Kegel ist, um dieses Lemma zu erméglichen.

Beweis. “ <=7 klar.

“="7 Sei X € R" ein polyedrischer Kegel. Dann ist X = {x € R"|Az < b} fiir
eine Matrix A und einen Vektor b. Wegen 0 € X gilt b; > 0 fiir alle Eintrége.
Folglich ist X 2 {z € R"|Az < 0}.

Angenommen es existiert x € X, sodass (Ax); > 0. Dann ist A\(Az); > b; fiir
hinreichend grofi gewéhltes A. 4.

Dabher ist schon X = {z € R"|Az < 0}. O

Notation 17.1. Es seien 4, ..., x,, € R"™ Vektoren.

Der von z1,...,z, erzeugte Kegel ist
m
cone({x1,...,xm}) = {Z Aixi| A = O}
i=1

Ein konvexer Kegel C heifit endlich erzeugt, wenn es endlich viele Vek-
toren x1, ..., T, € R" gibt, sodass C' = cone({z1,...,Zm})-

Observe. cone({x1,...,2Tn}) ist tatsichlich ein konvexer Kegel.

Wir werden sehen, dass ein konvexer Kegel genau dann polyedrisch ist, wenn
dieser endlich erzeugt ist (siche Theorem 52).

3 Dualitat
|
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Example 18 (Dualitit).

(P) max 121 +10x2
s.d. 4xy +2x9 <5
8r1+1225 < 7
<1

2(E1 —3%2
Es ist ]
121 + 1075 = 2(421 + 232) + 5 (821 + 122?) < 13.5

Somit haben wir eine obere Schranke gefunden.

Allgemeiner Ansatz Finde uq,us,us € Ryg, sodass
1221 + 1029 = uy - (421 + 2x2) + us - (821 + 1225) + ug - (221 — 322)

Dann ist 5uj + Tug + ug eine obere Schranke fiir den Wert jeder Losung von
(P). Wir wollen u,us,us also so wihlen, dass buj + Tug 4+ uz minimiert
wird.

Es ergibt sich das zugehorige duale LP:

min Su; +Tus +us
s.d. 4u; +8ug +2ug =12
2uy +12us —3ug = 10

Definition 19 (Duales LP). Fiir das lineare Programm (P)

max c'z
st. Az <b

in Standard-Ungleichungsform ist das duale lineare Programm (D)
definiert als

min bz
st. Aly =c
c=0

In diesem Zusammenhang heifit (P) dann auch primales LP.

Observe. Alle Arten von LPs lassen sich dualisieren, wenn man sie erst in
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Standard-Ungleichungsform schreibt.

Das duale LP hingt von der Zielfunktion und von der Beschreibung des linearen
Programmes ab. Hinzufiigen redundanter Ungleichungen dndert das duale LP.

Remark’ 19.1. Wird das duale LP wieder dualisiert, so ergibt sich ein
LP, das dquivalent zum primalen LP ist:

Sei max{ctz| Az < b} das primale LP. Dann ist das duale LP

At c
min{b'y|A'y = ¢,y = 0} = max 3 b'z| | —A' |2 < | —¢
I 0
Das hierzu duale LP ist
T4+ Ty
max < (¢, —¢,0) | z— |[[(A —A In) |2 |=0,24,2_,2>0

T T

Eine Losung dieses Systems entspricht einer Losung des urspriinglichen pri-
malen LPs, indem x := x, —x_ definiert wird, die & sind Schlupfvariablen.
Theorem 20 (Schwache Dualitéit). Wenn die Ungleichungssysteme Az < b

und y*A = ¢,y > 0 beide eine Losung haben, dann gilt:

max{c'z|Ar < b} < min{b'y|A'y = c,c = 0}
Beweis. Fiir x mit Az < b und y mit Aly = ¢,y = 0 gilt clz = y* Az < y'b. O

3.1 Fourier-Motzkin-Elimination

Goal. Finde ein Zertifikat dafiir, dass ein Ungleichungssystem Ax < b keine
Lésung hat.

Die Fourier-Motzkin-Elimination ist ein extrem ineffizientes Verfahren um
zu entscheiden, ob ein LP eine Losung hat.
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Example 21.

o

[\~

8

|

<
INCINCININ N
N &~ Ol © =

<1O 2 4
< — ——y——2
3 3773
3 2
T —=z
3
<5 Jr1
IS =
5 oY
= -3+2y —z
=2
2y +22 <7

Die ist offenbar genau dann zuléssig, wenn das folgende System eine Lésung
hat:

10 2 2 5 1
min{?)3y,332,2+2y}>max{3+2yz,2}
20 +22<7
10 2
3 3V 3% = —3+2y —2
10 2 4
— —cy——z>-2
3 3 3
2
3 —522—3+2y—z
3 2 = =2
—Z.>
3
5,1 > -3 42
2 2¥ 7 vz
5 1
24z —2
2 " 2Y

=
2y 422 <7
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Dieses kann wieder in Standardform umgewandelt werden.
Eigenschaften des neuen Systems:

e Es gibt eine Variable weniger

e Das neue System ist genau dann zuldssig, wenn das alte es war

e Jede neue Ungleichung ist nicht-negative Linearkombination von Un-
gleichungen des alten Systems.

Iteriere diese Schritte und entferne alle Variablen.

Remark 21.1. Im Allgemeinen ist dieses Verfahren sehr ineffizient, da die
Anzahl der Ungleichungen in jedem Schritt quadratisch steigen kann.

Notation' 21.2. Fiir A € R™*" sei N(A) die Zahl der Spalten, die keine
Nullvektoren sind.

Theorem 22 (Fourier-Mqtzkin—Eliminatign). Sei A e R™*™ mit N (A) >
0, b € R™. Dann gibt es A € R™*" und b € R™ mit N(A4) < N(A) und
m € O(m?), sodass

(a) Jede Ungleichung in Az < b ist eine positive Linearkombination von
Ungleichungen aus Ax < b.

(b) Das System Az < b ist genau dann 16sbar wenn Az < b losbar ist.

Beweis. Sei A = (a;;)1<i<m- O.B.d.A. sei die erste Spalte von A nicht der

1<j<n

Nullvektor. Zerlege die Menge {1,...,m} wie folgt in disjunkte Mengen U, L, N

U := {ZE {1,...,m}|ai71 > 0}
L= {iE {1,...,m}|ai,1 < 0}
N:={ie{l,...,m}|a;1 = 0}

O.B.d.A. sei |a;1| = 1 fiir ¢ € U u L (nach Skalierung). Fiir Vektoren d; =
(@i2,ai EI Lam) und Z = (x2,...,z,) nehmen wir die folgenden Ungleichun-
gen in Az < b auf:

b;+b, ieUkelL

bl le N

&31

0z +ais +aha <
0z +EL <

Diese bilden zusammen das neue Ungleichungssystem. ~» Jede dieser |U]| - |L|
Ungleichungen ist Summe von 2 Ungleichungen aus Az < b.
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Die erste Spalte von Aist 0. Alle Spalten von A, die nur 0 enthalten, entsprechen
Nullvektoren in A. Jede Losung von Ax < b ist auch eine von Az < b, da es sich
um Linearkombinationen handelt.

Sei z = (1,...,2,) eine Losung von Az < b. Sei & = (xa,...,2,). Setze /) auf
einen Wert i Intervall

[max{al® — b|k € L}, min{b; — a‘z|i € U}]

Diese ist nach Wahl unseres Ungleichungssystem offenbar nicht leer. Folglich ist
' = (a),x2,x3,...,2,) eine Losung von Az < b. O

Theorem 23 (Lemma von Farkas). Fiir A € R™*™ und b € R™ hat das
System Az < b genau dann eine Losung, wenn es keinen Vektor u € R™
mit u > 0, utA = 0 und u'b < 0 gibt.

Remark 23.1. “Das folgt aus dem Lemma von Farkas- ist in LGO fast
immmer eine korrekte Antwort.

Beweis. “==" Falls Az <bueR™, u >0, u'A = 0%, u’b < 0, dann gilt

0=u'Az <u'b <04

“ R

—

Annahme: Az < b hat keine Losung. Sei A(®) := A, b0 = b, Falls N (A(O)) # 0,
wende Fourier-Motzkin-Elimination (Theorem 22) auf A®z < b an.

Erhalte AMz < (M), das ebenfalls nicht 16sbar ist, wobei N(A™M) < N(A©®),
sodass jede Zeile von ANz < b(M) nicht-negative Linearkombination von Zeilen
in Az < b0 ist. Tteriere, bis ein (ebenfalls unlosbares) System A®)z < (k)
gefunden wird, in dem N(A®) = 0. Da A®)z = 0, gibt es einen Index i, so

dass bgk) < 0.

Sei az(-k) = 0 die entsprechende Zeile von A*). Dies ist eine nicht-negative Li-

nearkombination von Zeilen aus A® Yz < b* =1 und damit nicht-negative

Linearkombination von Zeilen aus A@z < (9,
Folglich existiert u € R™ mit u = 0, utA = ¥ = 0, utb = bl(-k) <0. O

i

Theorem 24 (Lemma von Farkas, allgemeinster Fall). Fiir A € R™1*™ B e
Rmrxn2 (e RM2X71 ) e R™2%"2 g € R™! und b € R™2 hat genau eines
der beiden folgenden Systeme eine Losung:
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System 1:

Ax +By < a
Cr+Dy=10
x 0
System 2:
utA +0'C = 0*
u'B+v'D = 0"
uz=0

uta + vt < 0

Remark 24.1. Der einfache Fall (Theorem 23) ergibt sich, indem man sich
auf B und a beschrinkt. Es geniigt, sich den einfachen Fall zu merken.

Beweis. Das erste System ist dquivalent zu

Ax+By <a
Cx+Dy <b
—Czx—Dy < —b
I,z <0

Nach dem (einfachen) Lemma von Farkas (Theorem 23) hat dieses System genau
dann eine Losung, wenn das folgende System keine Losung hat:

ut A +ubC —ulC —uly = 0
ut B +ubD —ulD =0

ula +ubb —ulb <0
U1 >0
Uz =0

us =0

ug =0

Wir setzen w := wuq,v := us — uz und entfernen uy, indem wir aus der ersten
Gleichung eine Ungleichung machen. O
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Corollary 25 (Weitere Varianten von Farkas). Sei A € R™*™ b € R™.
Dann gilt:

(a) Es existiert € R",x > 0 mit Az = b genau dann, wenn kein u € R™
mit u?A > 0" und u’b < 0 existiert.

(b) Es existiert z € R™ mit Az = b genau dann, wenn kein u € R™ existiert
mit u?A = 0" und u'b < 0.

Beweis. Folgt aus Theorem 24, indem nur die Matrix C', bzw. nur die Matrix
D verwendet wird. O

Remark 25.1 (Trennende Hyperebene). Fiir Aussage (a) in Corollary 25
gibt es eine geometrische Interpretation:

Seien aq,...,a, die Spalten von A. Das System hat genau dann eine
Losung, wenn b € cone({ai,...,an}).

Das Zertifikat entspricht einer Hyperebene, die b von cone({ai,...,an})
trennt.

3.2 Starke Dualitit

Theorem 26 (Starke Dualitét). Fiir zwei lineare Programme

P)

max CtJ?

(
sd. Az <b

und

min by (D)
sd. Aly=c
y=0

gilt genau eine der folgenden Aussagen:
e (P) und (D) sind beide unzuldssig.
e Eines ist unbeschrinkt und das andere ist unzuléssig.

e Beide sind zuldssig. Dann haben beide eine Optimallosung und fiir
jede Optimallésung & von (P) und g von (D) gilt:

= by

Beweis. Offenbar kann nur einer der Fille eintreten. Wenn eines der LPs unbe-
schrénkt ist, muss auf Grund der schwachen Dualitét (Theorem 20) das andere
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unzuléssig sein.
Angenommen eines der LPs ist zulédssig und beschriankt. O.B.d.A. sei dies (P).

Dann hat das System
Ax < b

eine Losung und es existiert B € R, sodass

A

b
-B

NN

keine Losung besitzt.

Nach dem Lemma von Farkas (Theorem 23) existiert daher ein v € R™ und ein
z € R, sodass utA — zct = 0% und b'u — 2B < 0 Hierbei ist z > 0, denn z = 0
widersprache der Losbarkeit von Az < b.

Sei @ := Lu. Dann ist A'G = ¢ und @ > 0. Somit ist @ eine Lésung von (D).
Daher ist (D) zuldssig. Auf Grund der schwachen Dualitéit (Theorem 20) ist
(D) beschrinkt.

Zu zeigen ist noch, dass es Losungen x von (P) und y von (D) gibt, sodass
ctz = bty. (< folgt schon aus Theorem 20)

Das ist genau dann der Fall, wenn das folgende System losbar ist:

Az b
Aly = ¢

—clz +bly <0
y=0

N

Nach Farkas ist das genau dann der Fall, wenn das folgende System keine Losung
hat:

utA —wet =0
vt A +wbt = 0

utb +ole <0
U =0
w = 0

Angenommen es giibe eine solche Losung wu, v, w.

Wir unterscheiden zwei Fille:
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e w = 0. Dann wéiren u, v bereits ein Zertifikat dafiir, dass
Ax <b
Aly = ¢
y=0
nicht 16sbar ist .

e w > 0. Dann ist

0 > wu'b + wv'c = u'(—Av) + v* (A'u) = 04

Remark 26.1. Theorem 26 zeigt insbesondere, dass fiir ein zuléssiges,
beschriinktes LP max{c'z|Az < b} ein Vektor Z mit Az < b existiert, so
dass c¢'% = sup{ctz| Az < b}.

Remark 26.2. Mit Theorem 26 kann man zeigen, dass das Finden einer
beliebigen Losung eines LPs genau so schwer ist, wie das Berechnen einer
optimalen Losung: Betrachte zum Losen des Programmes (P) das folgende
Programm:

max c'x
sd. Ar <b
Aly = ¢
e = by
y=0

Wegen Theorem 26 ist jede zuldssige Losung dieses LPs bereits eine opti-
male Losung.

Corollary 27. Seien A, B,C,D,E,F,G, H,I Matrizen und a,b,c,d,e, f
Vektoren passender Dimension, so dass

A B C

D E F | eine m x n- Matrix ist und

G H I
a d
b | ein Vektor der Lénge m sowie | e | ein Vektor der Linge n ist.
¢ f
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Dann ist

max { d'z + e'y + fiz |

min { a’u + b'v + cfw |

Ax +By
Dx +Ey
Gx +Hy
x
Aty +Dtw
Btu +E%
Clu  +F%
u

sofern beide Mengen nicht leer sind.

+Cz < a
+Fz = b
+1z c
> 0
z < 0
+Gl'w > d
+Hiw = e
+Itw < f
> 0
w 0

Beweis. Transformiere das LP in Standardungleichungsform und wende Theo-

rem 26 an.

3.3 Ubersicht Dualisierung

Tabelle 2: Primales und duales LP

(D) zuldssig, zulissig, -
(P) beschrinkt  unbeschriankt unzuléssig
zuléssig, beschrinkt v
zuléssig, unbeschrinkt v
unzuléssig v v
Tabelle 3: Dualisierung
primal dual
Variablen Tlyeeey Ty YLy« vy Ym
Matrix A At
RHS b c
Zielfunktion max clx min by
Nebenbedingungen | 77, ajjz; <b; v =0
Z?:l ;T = bz Y < 0
Z?:l Q;;T; = bz Yi € R
z; =0 D1 Qigli = ¢
z; <0 Dy Gili < ¢
zj €R Dty GijYi = ¢
3 DUALITAT

O

23



Tabelle 4: Dualisierung - Spezialfille
primal dual
max{ctz|Axr < b} min{b'y|z'A = ¢,y > 0}
max{c'z|Az < b,z > 0} | min{d'y|z'A > ¢,y = 0}
max{c'z|Az = b,z > 0} | min{b'y|ly'A > ¢,y < 0}
max{ctz|Ax = b,x = 0} | min{blyly'A > c}

3.4 Komplementirer Schlupf

Theorem 28 (Komplementérer Schlupf fiir Ungleichungen).

Sei max{c'z|Az < b} (P) und min{b'y|A'y = ¢,y > 0} (D) ein Paar von
primalem und dualem LP. Dann sind fiir € R™ mit Az < b und y € R™
mit Aly = ¢,y > 0 die folgenden Aussagen fquivalent:

(a) « ist eine optimale Losung von (P) und y eine optimale Losung von
(D).

(b) cta = bty
(c) y'(b— Az) =0,dh. Vi:y; =0 v (b— Azx); = 0 wegen Az < b,y > 0.

Beweis. (a) < (b) folgt aus Theorem 26.
(b) = (c) Es ist
y'(b— Az) = y'b — y' Ax

= ytb —clz

Theorem 29 (Komplementérer Schlupf fiir Ungleichungen mit nicht-nega-
tiven Variablen). Betrachte max{c'z|Az < b,z > 0} und min{d’ < |Aly >
¢,y = 0}.

Dann sind fiir z € R”® mit Az < b,z > 0 und y € R™ mit Aly > ¢, y > 0
dquivalent:

(a) z und y sind Optimallésungen.
(b) cta = bty
(c) yt(b— Ax) = 0 und 2! (Aty —c) =0

Beweis. (a) <= (b) folgt wieder aus Theorem 26.
(b) < (c): Es gilt

y'(b— Ax)

0
0 < 2'(Aly —¢)

NN
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Folglich ist
yi(b— Azx) + 2" (A'y — ¢) = y'b — z'c

genau dann 0 wenn y*(b — Az) = 0 und 2t (Aly —¢) = 0. O

Lemma 30. Sei max{c’|Az < b} ein zuléssiges LP. Dann ist dieses genau
dann beschrinkt, wenn ¢ € cone({ay,...,an}), wobei a; die Zeilen von A
seien.

Beweis. Das LP ist genau dann beschriinkt, wenn min{b'y|Aly = c,y > 0}
zuléssig ist (Theorem 26). Das ist dquivalent zu ¢ € cone ({a1,...,am}). O

Dies konnen wir mit dem komplementéiren Schlupf wie folgt verschérfen:

Corollary 31. Es sei z eine Optimallésung von max{c’z|Az < b} und
y eine Optimallsung des dualen LPs min{b'y|Aly = ¢,y > 0}. Es seien
ai,...,a,, die Zeilen von A.

Dann liegt ¢ in dem Kegel, der von den Zeilen a; von A erzeugt wird, fiir
die alx = b; gilt.

Beweis. Es gilt

m
€= Z Yiai = Z YiGq
i=1

ie{l,...,m},atz=b

wobei die zweite Gleichheit aus Theorem 28 (alx < b; = y; = 0) folgt. O

Theorem 32 (Starker komplementérer Schlupf).

Betrachte max{c'z|Az < b} (P) und min{b'y|A'y = ¢,y > 0} (D).

Dann gilt fiir jede Ungleichung a‘z < b; in Az < b genau eine der folgenden
Aussagen:

(a) (P) eine eine Optimalldsung z* mit alz* < b;.

b) (D) hat eine Optimallésung y* mit yF > 0.
( :

Beweis. Aus Theorem 28 folgt, dass nicht beide Aussagen erfiillt sein konnen.
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Angenommen (a) gilt nicht. Sei 6 der Wert einer optimalen Losung. Betrachte

max —alx
sd. Ax <b
—ctx < =6

Dieses Problem hat einen optimalen Losungswert von —b;. Das dazu duale LP

min bly —ou
Aly —uc = —a;
Y =0
uz=0

hat daher eine Optimallosung y > 0,u > 0 mit Wert —b;.
Es ist y*A — uc’ = —a! und y'b — ud = —b;. Sei g =y + ¢;.
e Wenn u = 0, dann gilt 7'A = y*A + a; = 0 und §'b = y'b + b; = 0. Wenn
y* eine optimale Losung von (D) ist, dann ist y* + § eine optimale Losung
von (D) mit positivem i-ten Eintrag.
e Wenn u > 0, dann ist +7 eine optimale Losung von (D), da 15’4 =
LytA+ Lat = ¢t und L5'% = 1y'b+ Lb; < 6. Ferner hat 1§ einen positiven
i-ten Eintrag.

O

Durch Linearkombination solcher Losungen fiir alle ¢ kann ein Paar von Losungen
gefunden werden, fiir die in jedem Eintrag (a) oder (b) gilt:

Theorem 33. Sei wieder max{c'z|Az < b} und min{b'y|Aly = ¢,y > 0}
ein Paar von primalem und dualem LP, welche beide zuldssig und be-
schrankt seien.

Dann existieren optimale Losungen x* und y*, sodass fiir alle i entweder
atzr¥ < b; oder y¥ > 0.

3.5 Anwendung: Max-Flow-Min-Cut

Problem (Maximum-Flow-Problem). Gegeben sei ein gerichteter Graph G mit
Kapazititen u : E(G) — Rsg und Knoten s #t € V(G).

Gesucht ist ein s-t-Fluss f : E(G) — Rxo mit mazimalem Wert.

Dies lédsst sich als LP formulieren: (Wir gehen davon aus, dass es keine einge-
henden Kanten in s und keine ausgehenden Kanten aus t gibt.)
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max Z Te

eedt(s)
s.d. z. =20 Vee E(G)
z. < ule) Yee E(Q)
Z Te — Z ze=0 YoeV(G)\{s,t}
e€d i (v) e€dg (v)
Als duales LP ergibt sich
min Z u(e)ye
eeE(G)
s.d. Ye = 0 Ve e E(G)
Ye + 20 — 20 = 0 Ve = (v,w) € E(GQ), {s,t} n{v,w} =&

Ye + 25 =20 Ve = (v,t) € E(G),v # s

Yo — 2 = 1 Ve = (s,w) € E(GQ),w #t

Ye = 1 Ve = (s,t) € E(G)
Dies lésst sich vereinfachen zu:
min Z u(e)ye
eeE(G)
s.d. Ye =0 Vee E(G)
Ye + 20 — 20 =0 Ve=(v,w) e E(G)
zg =—1
2z =0

(25 und z; wurden hinzugefiigt, um das System zu vereinfachen).

Es folgt das bereits bekannte Max-Flow-Min-Cut-Theorem:

Theorem 34 (Max-Flow-Min-Cut). Sei G ein gerichteter Graph mit Ka-
pazititen u : E(G) — Rsy, s,t € V(G). Dann ist das Minimum aller
s-t-Schnitte gleich dem maximalen Wert eines s-t-Flusses.

Beweis. Offenbar ist der Flusswert durch die minimale Kapazitét eines Schnittes
beschrankt.
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Sei Z eine optimale primale Losung und ¢, Z eine optimale Duallésung.
Betrachte R := {v € V(G)|Z, < —1}. Dann ist se R und ¢ ¢ R.
Falls e = (v,w) € 6&(R), dann ist Z, > Z,. Folglich ist §. > Z,, — Z, > 0.

Mit dem komplementéren Schlupf folgt . = u(e). Falls e = (v,w) € d;(R),
dann gilt Z, > Z,, und daher g, + Z, — Z, > 0. Nach komplementérem Schlupf
ist T, = 0.

Folglich ist val(f) = u(6*(R)) mindestens so grof} wie die Kapazitéit eines mi-
nimalen Schnittes. O

4 Die Struktur von Polyedern

4.1 Abbildungen von Polyedern

Proposition 35. Sei A € R™*("+k) ynd b € R™. Dann ist die Menge
P= {xeR”HyeRk:A(;) < b}

ein Polyeder.

Beweis. Induktion nach k. Fir & = 0 ist die Aussage trivial. Sei nun & >
0 und die Aussage fiir ¥ = k — 1 bereits gezeigt. Wende einen Schritt der

Fourier-Motzkin-Elimination auf A (Z) < b an, um eine der Variablen aus y zu

. . . . . / - !/
eliminieren. Hierdurch erhélt man A’ € R™ *(+k=1) 3/ ¢ R™ 50 dass

P={zeR"IyeR": A (;) <by ={zeR"3Fy eRF 1. A (;,) < b}

Notation 35.1. Die Menge P = {z € R*|3y e R* : 4 (5) < b} heifit

Projektion von {z € R"**|Az < b} auf R™.

Corollary 36. Es seien A € R™*" b € R™, D € R**” und d € R*. Dann
ist
{yeRFFz e R" : Az < b Ay = Dz +d}

ein Polyeder.

4 DIE STRUKTUR VON POLYEDERN 28



Beweis. Es gilt

{yeRF[FzeR" : Az < b Ay = Dz +d}

A 0N b
—{yeRFFzeR": | D -I, <)< —d |}
D 1, )]\

Die Aussage folgt damit aus Proposition 35. O

4.2 Flachen
Definition 37.Sei P = {z € R"|Axz < b} # & ein Polyeder und ¢ €
R™\{0}.
e Fiir § := max{c'z|z € P} < oo heifit {zx € R"|c'z = ¢} die Stiitzhyperebene
(supporting hyperplane) von P.

e Eine Menge X < R™ heifit Fliche (face) von P, falls X = P, oder
falls eine Stiitzhyperebene H von P existiert, sodass X = P n H.

e Falls {2/} eine Fliche von P ist, heifit ' Ecke (vertex) von P. bzw.
Basislésung (basic solution) des Systems Az < b.

Observe. Nicht jedes Polyeder hat Ecken.

Proposition 38. Sei P = {z € R"|Az < b} # & und F € P. Dann sind
dquivalent:

(a) F ist Fliche von P.

(b) Es existiert ¢ € R", sodass ¢ := max{ctz|r € P} < 0w und F = {z €
Plctz = 6.

(c) Es existiert ein Teilsystem A’z < V' von Ax < b, sodass F = {x €
PAz =V} # .

Beweis. e (a) = (b): Sei F' Fliche von P. Falls F' = P, setze ¢ = 0. Falls
F # P existiert ein solches ¢ nach Definition.

e (b) = (c): Seien ¢, d, F wie in (b). Sei J € {1,...,m} so gewihlt, dass
Ajx < by ein maximales Teilsystem mit Ajx = by fiir alle x € F' ist. Zu
zeigen ist, dass F' = {x € P|Ajx = bs},

Nach Theorem 33 existiert eine optimale duale Losung y* zum primalen
LP max{c'z|Az < b}, sodass yf > 0 fiir alle j € J und yf = 0 fiir
j ¢ J. Wegen Theorem 28 ist z € P genau dann optimal (d.h. € F) wenn
y*(b— Az) = 0, d.h. genau dann wenn Az = b.

o (c) = (a): Sei A’z < V' ein Teilsystem und F = {x € P|A'z = b'}. Sei ¢!
die Summe aller Zeilenvektoren von A’ und sei § die Summe aller Eintriige

4 DIE STRUKTUR VON POLYEDERN 29



von b'. Dann gilt ¢z < § fiir alle z € P. Ferner ist F = P n {zx € R"|c'x =

5.
0

Man folgert leicht:

Corollary 39. Sei P # ¢ ein Polyeder und F' eine Fliche von P.

(a) Sei c € R™ mit max{ctz|r € P} < c0. Dann ist argmax{ctz|z € P} eine
Flache von P.

(b) F ist ein Polyeder.

(c¢) Eine Teilmenge F’ < F ist genau dann eine Fliche von F, wenn F’
eine Fliache von P ist.

(d) Wenn P von der Form P = {z € R"|Az = b}, dann hat P genau eine
Fléche, namlich P selbst.

4.3 Facetten

Definition 40. Sei P ein Polyeder. Eine Facette (facet) von P ist eine
inklusionsmaximale Flache F' < P.

Eine Ungleichung c'z < § heiit facettenbestimmend (facet-defining)
fiir P, wenn c'z < ¢ fiir alle x € P gilt und {z € P|c'x = §} eine Facette
ist.

Theorem 41. Es sei P € {x € R"|Az = b} ein nicht-leeres Polyeder der
Dimension n — rank(A4). Es sei A’z < V' ein kleinstes Ungleichungssystem,
sodass P = {z € R"|Az = b, A’z < V'}. Dann ist jede Ungleichung in
A’z < U facettenbestimmend fiir P und jede Facette von P wird durch
eine Ungleichung von A’z < b’ gegeben.

Beweis. Falls P = {x € R"|Az = b}, dann hat P keine Facette.

Sei daher P ¢ {z € R"|Az = b}. Sei A’z < b ein kleinstes System von Unglei-
chungen, sodass P = {x € R"|Ax = b, A’z < b'}.

Sei atx < B eine Ungleichung in A’z < b und sei A"z < b” der Rest des Systems
Az <.

Behauptung 1. a'z < 3 ist facettenbestimmend.

Unterbeweis. Sei y € R™ so, dass Ay = b und A"y < b”, a'y > B. Ein solches y
existiert, das a’y < 8 nicht redundant ist.

Sei ferner g € P mit A’y < b'. § existiert, weil dim(P) = n — rank(A).
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Sei z = § + % y at J_(y — 7). Es ist a'z = . Ferner ist 0 < oty “ayy < 1, folglich

ist z € conv ({y,y}) Sei F' = {z € Pla'z = B}. Es ist z € F, folglich F # ¢J. Da
ge P\Fist F' # P.

Da alz < f8 die einzige Ungleichung von A’z < b’ ist, welche von allen Elementen

von F' mit Gleichheit erfiillt wird (betrachte z ), ist F eine Facette. |

Andererseits ist nach Proposition 38 jede Facette durch eine Ungleichung aus
A’z <V definiert. O

Corollary 42. Sei P € R"” ein Polyeder
(a) Jede Fliche F von P mit F' # P ist ein Schnitt von Facetten.
(b) Die Dimension jeder Facette von P ist dim(P) — 1.

Remark 42.1. Insbesondere liefern uns Polyederbeschreibungen mit fa-
cettenbestimmenden Ungleichungen kleinste Darstellungen des Polyeders.

4.4 Minimale Flichen

Neben den Facetten (grofite Flidchen, welche nicht das ganze Polyeder sind)
interessieren uns auch die minimalen Fliachen:

Definition 43. Eine Fliache F' eines Polyeders heiit minimale Fliche,
wenn es keine Fliche F/ von P mit F’ ¢ F gibt.

Theorem 44. Sei P = {z € R"|Az < b} ein Polyeder. Eine nichtleere
Menge F' < P ist genau dann eine minimale Fliche von P, wenn es ein
Teilsystem A’z <V von Az < b mit F = {z € R"|A’z = '} gibt.®

%Anders als bei der Definition einer Fliche, wird hier nicht mit P geschnitten!

Beweis. ©“ = 7 Sei F' minimale Fliche von P. Dann gibt es ein Teilsystem
Az <V von Ax < bmit F = {z € P|A'x = b'}. Wihle A’z < b maximal mit
dieser Eigenschaft.

Sei Az < b ein kleinstes Teilsystem von Az < b, so dass F = {z € R"|Az <
b, Az = b'}.

Behauptung 1. Az < b ist ein leeres System.
Unterbeweis. Angenommen das System ist nicht leer. Sel a'r < f3 eine Unglei-

chung aus Ax <b. Sei F' = {xeR"|A’x =V, Az <b,a'z = B}. Esist F/ # (&,
da sonst a’x < 3 aus Az < b eliminiert Werden konnte.
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F’ ist eine Fliche von F und F’ # F (sonst kénnte a'z = 3 bereits zu A’z = v/
hinzugefiigt werden), im Widerspruch zur Minimalitéit von F. |

“«—=" Sel F = {x e R"|A'z = '} < P fiir ein Teilsystem A’z <V von Az <b
mit F' # .
Dann ist F' ein Polyeder und F ist die einzige Flidche von F'. Ferner ist F' = {x €

R™ A’z =b'} = {x € P|A'z = b}, insbesondere eine Flidche von P. Daher ist F'
minimale Flidche von P. O

Corollary 45. Sei P = {z € R"|Az < b} ein Polyeder. Dann hat jede
minimale Flidche von P Dimension n — rank(A).

Beweis. Sei F eine minimale Fliiche von P. Dann gibt es ein Teilsystem A’z < v
von Az < b, sodass F = {x e R"|A'x =b'}.

Es ist dim F' = n — rank A’. Offenbar ist rank A’ < rank A.
Falls rank A’ < rank A4, so kénnen Nebenbedingungen a'x = 8 aus Az < b zu
A’z = b’ hinzugefiigt werden, sodass a’ von den Zeilen von A’ linear unabhingig

ist. Es folgt, dass F/ = {z € R"|A'z = V,a'z = B} < F und F’ # . Dies
widerspricht der Minimalitéit von F. O

Proposition 46. Es sei P = {x € R"|Ax < b} ein Polyeder und 2’ € P.
Dann sind die folgenden Aussagen #dquivalent:

(a) 2’ ist eine Ecke von P (einziges Element einer Fliche)

(b) Es gibt ein Teilsystem A’z < b’ von Az < b aus n Ungleichungen,
sodass die Zeilen von A’ linear unabhéngig sind und 2’ = {z € P|A'x =
b’} gilt.

(¢) 2’ kann nicht als Konvexkombination von Vektoren in P\{z'} geschrie-
ben werden.

(d) Es gibt keinen von Nullvektor verschiedenen Vektor d € R™, fiir den
{' +d,2’ — d} < P gilt.

Beweis. (a) <= (b): 2’ ist genau dann eine Ecke von P, wenn es ein Teilsystem
Az <V von Az < b mit {2/} = {z € R"|A'x = V'}. Wegen dim{z'} = 0 ist das
dquivalent zu (b).

(b) = (c) Seien A’ V', z’ wie in (b). Angenommen z’ kann als Konvexkombi-
nation o’ = Zle iz von Vektoren 2(¥) € P\{xz'} geschrieben werden.

Wenn az() < f fiir eine Ungleichung a*z < 8 aus A’z < und i€ {1,...,k},
dann wire a'y’ = Zle Natz() < B. Es folgt atz) = § fiir alle i € {1,...,k}
im Widerspruch dazu, dass 2(*) € P\{z'}.
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(¢) = (d) trivial

(d) = (b) Sei A’z < b maximales Teilsystem von Az < b mit A’z = V.
Angenommen in A’ gibt es keine n linear unabhiingige Zeilenvektoren. Dann
gibt es d € R™, sodass d orthogonal zu allen Zeilen von A’ steht. Fiir jedes € > 0
gilt A’'(2' +ed) = A'(x' —ed) = ¥'. Fiir jede Ungleichung a’r < 3, die in Az < b,
aber nicht in A’z < b liegt, gilt atz’ < .

Insbesondere konnen wir auf Grund der Stetigkeit linearer Abbildungen & so
wéhlen, dass {2’ + ed, 2’ —ed} < P.

O

Definition 47. Ein Polyeder heifit spitz (pointed), wenn es leer ist oder
alle seine minimalen Flichen Dimension 0 haben.

Example 48. e Polytope sind spitz: Sei P = {x € R"|Az < b} # Jein
Polytop. Falls rank(A) < n, so gibt es einen Vektor &, der senkrecht
auf allen Zeilen in A steht. Insbesondere ist xg + R-z < P fiir jedes

T € Pé .
e Polyeder, die als P = {z € R"|Az = b,z > 0} geschrieben werden
A b
konnen, sind spitz, denn P = {z € R"| [ —A4 |z < | —b |}, wobei
—I, 0

der Rang der Matrix offenbar n ist.

Corollary 49. Wenn das LP max{c'z|Az < b} zulissig und beschrinkt

und P = {z € R"|Ax < b} spitz ist, dann gibt es eine Ecke 2/, so dass

ctz’ = max{ctz|r € P}.

Beweis. Die Menge der Optimallésungen bildet eine Fliche. Insbesondere ist
diese spitz und wir erhalten induktiv eine Ecke z’, welche eine Optimallésung
ist. U

Theorem 50 (Carathéodorys Theorem). Wenn X < R™ eine endliche
Menge von Vektoren und ¢ € cone(X) ist, dann gibt es linear unabhéingige

Vektoren ay,...,a; € X, sodass ¢ € cone({ay,...,ax}).
Beweis. Sei {ai,...,ar} S X minimal mit ¢ € cone({ay,...,a;}). Dann exis-
. k .
tieren A1,...,A\r = 0 so dass ¢ = Zi:l Aia;. Angenommen aq,...,a, sind

nicht linear unabhéngig. Dann gibt es Zahlen ~1,...,v; mit Zle Yia; = 0.
0.B.d.A. ist mindestens ein ~y; positiv. Sei ¢ maximal, sodass \; — o7y; = 0 fiir
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allei € {1,...,k}. Insbesondere gibt esein i € {1,...,k}, so dass \;—o7; = 0. Je-
doch ist dann ¢ = Zf;l()\i —07;)a; eine Darstellung von ¢ mit weniger Vektoren

g

O
Theorem 51 (Fundamentalsatz der linearen Ungleichungen).
Seien aq, ..., am,c € R™ und ¢t die Dimension des Unterraums von R"™, der
VON @1, . . ., A, ¢ aufgespannt wird (d.h ¢t = rank (a; ... a,, ¢)). Dann gilt
genau eine der folgenden Aussagen:
(a) ¢ kann als nicht-negative Kombination von linear unabhéngigen Vek-
toren aus al,...,al, geschrieben werden.®
(b) Es gibt eine Hyperebene {z € R"|ulz = 0} fiir ein v € R™\{0}, die t — 1
linear unabhéngige Vektoren aus ai,...,a, enthilt, sodass alu > 0
firie{1,...,m} und c'u < 0.
%Eine beliebige nicht-negative Kombination geniigt, siehe Theorem 50
Beweis. Offenbar kénnen nicht beide Aussagen gelten.
Zu zeigen ist, dass mindestens eine der Assagen gilt. Falls ¢ € cone({ay, ..., am}),
folgt (a) aus Carathéodorys Theorem (Theorem 50).
Falls ¢ ¢ cone({ai,...,an}), dann gibt es keinen Vektor v € R™ v > 0 mit

¢t = v'A, wobei A die Matrix mit Zeilen a! sei.

Mit Farkas folgt, dass ein @ € R™ existiert mit A% > 0,ctd < 0. Somit ist das
folgende LP zuléssig (offenbar ist es auch beschrénkt).

t

max cu
sd. du=-1
—Au <0

Insbesondere existiert eine minimale Fliche F = {u € R"|A'u = b’} des zu-
gehorigen Polyeders {u € R"|cu = —1, —Au < 0}, die nur aus Optimalldsungen
besteht, wobei A'u < V' ein Teilsystem von clu < —1, —ctu < 1, —Au < 0 ist
(Theorem 44).

A
Es gilt n—rank A’ = dim(F) = n—rank | ¢' | =n—t (Corollary 45). A’ enthilt
t
—c
daher ¢ linear unabhéngige Zeilen. Mindestens ¢t — 1 dieser Zeilen gehéren zu A.
Somit erfiillt jeder Vektor aus F' (b). O
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4.5 Kegel

Theorem 52 (Farkas-Minkowski-Weyl). Ein Kegel ist genau dann poly-
edrisch, wenn er endlich erzeugt ist.

[43

Beweis. “ «<=" Seien ay,...,a, € R". Zu zeigen ist, dass cone({ay,...,am})
polyedrisch ist.

Wir kénnen annehmen, dass aq,...,a, den R™ aufspannen (anderenfalls be-
trachten wir einen Unterraum).

Sei H die Menge aller Halbriume H, = {z € R"|u'z < 0}, so dass fiir jedes
H, € H folgende Bedingungen gelten:

L] {al,...,am}gHu
e Es gibt n — 1 linear unabhéngige Vektoren a;,,...,a;, , in {a1,...,am}
mit u'a;; = 0 fiir j e {1,...,n—1}

Nach Theorem 51 ist cone({a1,...,am}) der Schnitt der Halbrdume in #. Ins-
besondere ist der Kegel als Schnitt endlich vieler Halbrdaume ein Polyeder.

“==" Sei C = {z € R"|Az < 0} ein polyedrischer Kegel. Zu zeigen ist, dass C

endlich erzeugt ist. Seien al, . .., a!, die Zeilen von A. Sei Cy4 = cone({a1,...,am}).
Aus ¢ <= 7 folgt, dass C4 ein polyedrischer Kegel ist. Insbesondere exis-
tieren di,...,dr € R™, so dass Cy = {z € R"|diz < 0,...,dLz < 0}. Sei

Cp = cone({dy,...,dx}).

Behauptung 1. C =Cp

Unterbeweis. Cp < C: Es gilt {ai,...,a,} S Cyu. Folglich ist Ad; < 0 fiir
i€ {1,...,k}. Daher liegen alle d; € C' und somit Cp < C.

C < Cp : Angenommen es existiert ein ¢ € C\Cp. Cp ist endlich erzeugt, also
nach dem bereits gezeigten Teil polyedrisch. Daher existiert v € R” mit u'd; < 0
(i€ {l,...,k}) und u'y > 0. Es ist u € C4 und daher v’z < 0 fiir alle z € C.
Dies ist allerdings ein Widerspurch zu u'y > 0 und y € C. ]

O

Remark 52.1. Fiir S € R™ heiit S° := {z € R"|z'y < 0Vy € S} Polarke-
gel von S.

Wenn S = {z € R"|Az < 0} ein polyedrischer Kegel ist, dann wird S° von
den Zeilen von A erzeugt. (Ubung)

Wir haben also gerade fiir polyedrische Kegel S gezeigt, dass S°° = S ist.
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4.6 Polytope

Theorem 53. Eine Menge X < R” ist genau dann ein Polytop, wenn sie
die konvexe Hiille einer endlichen Menge von Vektoren in R ist.

Beweis. “== 7 Sei X = {r € R"|Ax < b} # & ein Polytop.

Schreibe X als X = {z € R"| <$1C> € C}, wobei

C = {(i) eR"+1A>0,v:c—Ab<0}.

C ist ein polyedrischer Kegel.? Somit existieren il et (§k> e R 5o
1 k

dass C' = cone ({ <§1> ey (§k> }) X ist beschrénkt, folglich kann ¢ keinen
1 k

A
fiir alle 4 annehmen. Nach Skalierung somit 0.B.d.A. \; = 1.

Vektor (x) mit  # 0 und A = 0 enthalten. O.B.d.A. kénnen wir daher \; > 0

Dann gilt

xeX <= Jui,...,u, =0 (glj) =1 (qil) + .+ g (ﬁk)
und somit X = conv({z1,...,zx}).
“«—=" Sei X = conv({z1,...,2xk}). Zu zeigen ist, dass X ein Polytop ist.

Sei C = cone({<ﬁ1>,...7<mlk)}>.EsgiltmeX — (T)eC.Cist

endlich erzeugt und daher polyedrisch.

C kann geschrieben werden als C' = i |Az + bA < 0. Insbesondere ist

X = {x e R"|Az < —b} ein Polyeder. Sei M = max{|z;| |i € {1,...,k}}. Dann
gilt fiir alle x € X: x = Zle Az fiir geeingete A1, ..., Ax = 0 mit Zle A = 1.
Folglich ist || < 3, Al < M Y, A; = M und daher X beschrinkt. [

Corollary 54. Ein Polytop ist die konvexe Hiille seiner Ecken.

Beweis. Sei P ein Polytop mit Eckenmenge X. Da P konvex und X < P ist,
gilt conv(X) < P. Zu zeigen ist noch die andere Inklusion. Wir wissen, dass
conv(X) ein Polyeder ist. Angenommen es gibt y € P\ conv(X). Dann gibt es
c € R™\{0}, sodass fiir H = {z € R"|c'z < §} gilt conv(X) € H,y ¢ H. Dann
gilt cly > clx fiir alle x € X. Allerdings gibt es stets eine Ecke, an der das
Maximum max{c’z|x € P} angenommen wird 4. O

2Djeser Trick ist auch fiir andere Beweise niitzlich.
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4.7 Zerlegung von Polyedern

Notation 54.1. Fiir zwei Vektormengen ¢J # X, Y < R" ist die Minkowski-
Summe definiert als

X+Y ={:eR"zeX,yeY :z=0+y}

Ferner definieren wir X + @ = @+ X = X.

Theorem 55. Es sei P = {z € R"|Ax < b} ein Polyeder. Dann gibt es
endliche Mengen V, E € R", sodass

P = conv(V) + cone(E)
Beweis. Der Kegel

c::{(i) |xeR”,/\eR,>\>O,Ax—/\b<O}

ist polyedrisch, wird also von endlich vielen Vektoren <§1> U, (f\k) erzeugt.
1 k

x € P gilt genau dann, wenn e C, was genau dann der Fall ist, wenn

x
1
x 1 Tk . . .

<1) € cone <{ <)\1> | T <)\k)>. Es gilt A; > 0 und nach Skalierung kénnen

wir A; € {0,1} annehmen.

Setze V = {ax;li € {1,...,k}, \; = 1} und F = {z;]i € {1,...,k}, \; = 0}. Dann
ist P = conv(V) + cone(FE).

O

5 Der Simplex-Algorithmus

Der Simplex-Algorithmus war das erste Verfahren zur Losung allgemeiner linea-
rer Programme. Er wurde 1951 von G. Dantzig entwickelt. Eine polynomielle
Laufzeit konnte nicht nachgewiesen werden, aber in der Praxis ist er oft sehr
schnell.

Idea. e Starte in einer Ecke des Ldsungspolyeders

e Solange es noch Nachbarecken mit besserem Zielfunktionswert gibt, laufe
zu einer solchen.

Voraussetzungen

e Das Polyeder muss spitz sein
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e Wir miissen eine Startlésung finden 3

Um ein spitzes Losungspolyeder zu haben, betrachten wir LPs in Standard-
Gleichungsform. Um das Finden einer Startlosung werden wir uns spéter kitmmern.

Wir wollen das folgende LP 1ésen (A € R™*" be R™):

max ctx
sd. Az =b

z=0

Dabei konnen wir annehmen:

o rank(A) = m (weitere Zeilen sind entweder redundant oder liefern Wider-
spriiche)

o Az =b ist losbar

e m < n (sonst ist die Losung eindeutig)

Notation 55.1 (zur Vermeidung von Doppelindices). e Indexmenge der
Spalten einer Matrix A € R™*™ mit {1,...,n}

e Fir B< {1,...,n} bezeichne Ap die Teilmatrix von A aus den Spal-
ten mit Index in B

e Ebenso bezeichnen wir fiir einen Vektor x € R™ mit g den Teilvektor
x aus Eintrdgen mit Index in B. xp ist dann ein Vektor der Lénge
|B|, dessen Eintréige allerdings nicht mit {1,...,|B|}, sondern mit B
indiziert sind.

Example 56.

3Wir haben bereits gesehen, dass dies genau so schwer ist, wie das Losen eines LPs (starke
Dualitéit). Der Algorithmus ist trotzdem hilfreich, wie wir sehen werden.
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Die Spalten von A und xp sind mit 1, 3,4 indiziert, also

Aprp = 1101 + T303 + T4a4

Definition 57 (Zulissige Basislosungen). Es sei A € R™*™ eine Matrix
mit Rang m und b € R™ ein Vektor. Sei B < {1,...,n},|B| = m, sodass
Ap reguldr ist. Setze N = {1,...,n}\B.*

(a) Wir nennen B eine Basis von A. Der Vektor z mit zp = Az'b und
xny = 0 heifit Basislosung von Ax = b zur Basis B.

(b) Wenn z eine Basislosung von Az = b zur Basis B ist, dann heiflen
die Variablen z; mit j € B Basisvariablen und die Variablen x; mit
j € N heiflen Nicht-Basisvariablen.

(c¢) Eine Basislosung x heifit zuldssig (feasible), wenn x > 0. Eine Basis
heiflt zuléssig, wenn die zugehorige Basislosung zuléssig ist.

(d) Eine zuléssige Basislosung « fiir eine Basis B heifit nicht-degeneriert,
falls Ag,lb > 0. Andernfalls heifit sie degeneriert.

Vorstellung: A = [Ap|An]; die Spalten kénnen dabei natiirlich anders permutiert
sein.)

Example 58.
1 11 0\ Ja2|_(1
2 1 0 1 zz | \2

Fir B = {1,2} ist Ap = (1 !

9 1) mit Basislosung (1,0,0,0), die

zuldssig und degeneriert ist.

e Fiir B = {1,3} und B = {1, 4} ergeben sich die selben Basislésungen.

e Fir B = {2,3} ist A = G é) mit nicht zuléssiger Basislosung
(0,2, —1,0).

10

e Fiir B = {2,4} ergibt sich Ag = (1 1

> mit zulédssiger nicht-

degenerierter Basislosung (0, 1,0, 1).

Um Beispiele im 2 und 3-dimensionalen zeichnen zu konnen, wollen wir diese
Begriff auf Systeme der Form Ax < b,z > 0 iibertragen.

Definition 59. Es sei A € R™*%, Wir nennen einen Vektor z* € R™ mit
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Az* < bmit 2* > 0 eine (zuliisssige/degenerierte) Basislosung, falls z*, s*
mit s* := b — Ax* eine solche von Az + I,,s = b,z = 0,5 = 0 (mit n =
n + m Variablen). In einer zuléssigen Basislésung von Az < b,z > 0 muss
die Zahl an Nebenbedingungen, die mit Gleichheit erfiillt sind (inklusive
Nicht-Negativitits-Nebenbedingungen) folglich mindestens n—m = 7 sein.
In einer nicht-degenerierten Basislosung muss die Zahl der mit Gleichheit
erfiillten Nebenbedingungen genau 7 sein.

Remark 59.1. Ob eine Basislosung degeneriert ist, hingt zunéchst ein-
mal davon ab, welche Ungleichungen wir gewidhlt haben. In Dimensionen
> 3 existieren jedoch Basislosungen, die unabhéngig von der Wahl der
Ungleichungen stets degeneriert sind.

Theorem 60. Sei P = {x € R"|Az = b,z > 0} ein Polyeder mit rank(A) =
m < n. Dann ist der Vektor 2’ € P genau dann eine Ecke von P, wenn er
eine zulédssige Basislosung ist.

Beweis. Der Vektor x’ ist genau dann eine Ecke von P, wenn er alle Unglei-

chungen des folgenden Systems erfiillt und davon m linear unabhingige mit
Gleichheit:

Axr < b
—Ar < —b
—I,x < 0

Das ist genau dann der Fall, wenn 2’ > 0, Az’ = b und 2y, = 0 fiir eine Menge
N c {1,...,n} mit [N| = n —m, sodass mit B = {1,...,n}\N die Matrix Ap
vollen Rang hat. Das ist dquivalent dazu, eine zuléssige Basislosung zu sein.

O

Example 61 (Simplex Algorithmus 1). Wir betrachten

max xjp + o

s.d. —x1 +xo +x3 =1
X1 +x4 =3
T2 +x5 = 2

Ti, T2, T3, T4, 1'520

Eine Startlosung ist in diesem Fall leicht ablesbar als B = {3, 4, 5}.

Wir stellen ein Simplex-Tableau auf (Gleichungssystem aufgelost nach
den Basisvariablen, und Zielfunktion aufgelost als Funktion der Nicht-
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Basisvariablen)

Tr3 = ].+(E1—{E2

x4y = 3—11 (1)
5 = 2—3?2

z = X1t X

(Zu einem Simplex-Tableau denken wir uns immer genau die Losung, fiir
die alle Nicht-Basisvariablen 0 sind).

Wir wollen nun genau eine der Nicht-Basis Variablen, welche in der Ziel-
funktion einen positiven Koeffizienten hat, erhéhen. Wir wéhlen dafiir
Zo. Aus jeder Gleichung kénnen wir ablesen, um wie viel wir x5 erhthen
konnen: 1. Nebenbedingung: x2 < 1, 2. Nebenbedingung: Keine Einschrankung
an rs, 3. Nebenbedingung: zs < 2.

Wir erhohen zo also auf 2 und machen x5 hiermit zu einer Basisvariable.
x3 wird hierdurch aus der Basis entfernt.

Wir erhalten folgendes neues Tableau:

o = 1+4+m1—x3

Xry4 = 3—581

s = 1—z1+ 23 (2)
z = 142x1 —z3

Nun konnen wir nur noch z; wéahlen: Es ist x4 = 1 — x1 + 23 kritisch. Wir
ersetzen 5 in B durch 1. Esist 1 =1+ 23 — z5.

ry = 1+$3—(£5

Tro = 2

Ty = 2—x3+T5 (3)
z = 3+ x3— 25

xr, = 1+{E37.’E5

Tro = 2

Ty = 2—x3+T5 (4)
z = 3+ x3—2x5

Unsere aktuelle Losung ist « = (1,2,0,2,0).

Der einzige Kandidat fiir eine Ersetzung ist x3
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Es ergibt sich

1 = 3+ x4

To = 27.175 (5)
r3 = 2—$4+£C5

z = H—x4—T5

Die zugehorige Losung ist = (3,2,2,0,0). Dies ist eine Optimallosung,.

Example 62 (Simplex-Algorithmus 2, unbeschriinkt).

max
sdrxy —a0+23 =1
—x1 + X2 + x4= 2

T1,T2, 73,14 =0

Startbasis: B = {3, 4}
Simplex Tableau

T3 = 2—1I1+ o
Ty, = 2411 — 29 (6)
z = I

Wir kénnen nur x; erhéhen. z3 = 1 — x1 + x5 ist kritisch.

X1 = 1+Z’2*£L‘3
Ty = 3—(E3 (7)
z = 1l+x9—1x3

Der einzige Kandidat zur Erhéhung ist x,. Fiir x4 gibt es keine obere
Schranke. Das LP ist daher unbeschrankt.

Example 63 (Simplex-Algorithmus 3, Degeneriertheit). Bei degenerierten
Losungen gehort die selbe Losung zu mehreren Basen. Dies ist ein Problem,
da der Simplex-Algorithmus Basen (nicht Basis-Losungen) durchléuft.
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max o
sd.—x1 +xo +23=0
Tr1 + X4 =2

L1,22,T3,T4 =0

Initiale Basis B = {3,4}.
Simplex-Tableau:

r3 = X1 — X9
Ty = 2—x: (8)
zZ = X9

Wir wollen x9 erhdhen. x3 = x1 — x5 ist kritisch. Wir ersetzen daher in B
die 3 durch 2.

29 kann nicht erhoht werden! Es ergibt sich

Xo = X1 — X3
T4 = 2—1x (9)
zZ = I1 — X3

Wir assoziieren mit dem neuen Tableau die selbe Losung.

Wir konnen jetzt allerdings x; in die Basis aufnehmen. x4 = 2 — xq ist
kritisch.

X1 = 1+.T4
To = 2—x3— 1y (10)
z = 2—x3— 14

Wir erhalten eine Optimalldsung z = (2,2,0,0).

Warning. Bei degenerierten Lisungen miissen wir aufpassen, dass wir nicht
im Kreis laufen.

Definition 64 (Simplex-Tableau). Fiir eine zuldssige Basis B ist das Simplex-
Tableau ein System T'(B) von m + 1 linearen Gleichungen mit Variablen
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z1,...,T, und z der F

TB p+QzN (11)
z = zp+rlaNn

Dabei ist g der Vektor der Basisvariablen, N := {1,...,n}\B und z ist
der Vektor der Nicht-Basisvariablen. p ist ein Vektor der Lange m, @ eine
m x (n — m)-Matrix, r ein Vektor der Linge n —m und z € R.

T(B) soll dabei die gleiche Losungsmenge wie das System Az = b,z = c'x

haben.

Man beachte, dass p durch B indiziert ist (und entsprechend fiir 7 ). Insbesonde-
re sind die Zeilen von @) durch B indiziert und die Spalten durch N. Bezeichne
die Eintrage von @ mit ¢;; fiir i € B,j € V.
Wichtige Eigenschaften eines Simplex-Tableau

e z € R" ist genau dann eine Losung von Az = b, wenn g = p + Qxy

e Fiir jede Losung x € R™ von Az = b gilt cfz = 29 + rlay
Lemma 65. Fiir jede zulissige Basis B gibt es ein Simplex-Tableau T'(B)

Beweis. Setze
o p=Ag'b
e Q=-Az'Ay
e r=CNCN — (c%Ag,lAN)t

_ ot A1
® 2y =cgAzb

Dann gilt
xp = Ag'b— A Ay,
<~ AB:L‘B =b— ANxN
— Az =D
Auflerdem

z=cR A + (cly — (R AZ AN)) 2N

AR (b — Ayan) + oy

-1
= C%AB Apxp + cfvacN

cthB + cfva

= ctx
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Notation 65.1. r heifit auch Vektor der reduzierten Kosten.

Lemma 66 (Optimalitétskriterium). Sei T'(B):

rg = p +Qun
z = zyg +rizy

ein Simplextableau fiir eine zuléssige Basis B. Falls » < 0, dann ist die
Basislosung zu B optimal.

Beweis. Sei x die Basislosung von B. Weben zx = 0 gilt ¢l = 20(= ¢y A5'D).
Wenn z* irgendeine zulissige Losung mit Wert 2* = clz* ist, dann bilden z*
und z* auch eine Lésung von T'(B) und es gilt (wegen r < 0 und z% > 0):

2=z +riak <z =cz

Lemma 67 (Unbeschrénkte Instanzen). Sei T'(B):

g = p +Qzn
z = zy +rtzy

ein Simplextableau fiir eine zuléssige Basis B. Wenn es ein o € N mit r, >
0 gibt, sodass die Spalte von @ mit Index « nur nicht-negative Eintréige
enthélt, dann ist das zugehorige LP unbeschrénkt.

Beweis. Sei x die zuldssige Basislosung fiir B. Sei K € R mit K > clz eine
Konstante. Definiere wie folgt eine neue zuldssige Losung Z :

K-cz ;fz fiir i =
Ti=<a;,=0 fiir i € N\{a}
Di +¢i,To firieB
Dann ist  eine zuléissige Losung mit ¢!Z > K und das LP somit unbeschrinkt.
O

Lemma 68 (Austauschschritt). Sei T(B) :

g = p +Qzn
z = 2z +rtzy

ein Simplextableau fiir eine zulédssige Basis B. Sei a € N ein Index mit
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pi
Qi

ro > 0und B € B mit q5a<0undquB=max{ gi,, < 0,i € B}. Dann

ist B= (B u {a})\{B} eine zulissige Basis.

Beweis. o A ist regulér:

Wir zeigen, dass AglA 5 regulér ist, daraus folgt die zu zeigende Aussage.
Bis auf eine Spalte stimmen die Spalten von Ap und Ay iiberein. Insbe-
sondere entsteht Ag,lA 5 aus der m x m-Einheitsmatrix, indem eine Spalte
ersetzt wird:

1

Die einzige Spalte von A;AB, die kein Einheitsvektor ist, ist Agla.a,
wobei a.,, die Spalte von A mit Index « sei. Das ist die Spalte mit Index «
von —(Q) = A]_;AN. Es gilt ggo # 0, daher hat die Matrix A;AB, an der
Stelle mit Zeilenindex § und Spaltenindex « einen von 0 verschiedenen
Eintrag.

e Die zugehorige Basislosung ist nichtnegativ:

Wir erhéhen z, auf —;’75 und setzen die Basisvariablen x5 auf p — q.aquﬁ,
wobei q., die Spalte von @ mit Index « sei. Fiir i € B mit ¢ = 0
(insbesondere i # j3) gilt:

bg

Di — Gia—— =2p; =0
4Ba

Fiir ¢ € B mit g;, < 0 gilt:

p Pi
B E N i = ql,api
dBa Gia qBa

Vv

mit Gleichheit bei i = .

Folglich ist zg3 = 0 und x5 > 0. Dies ist somit eine zulissige Basislésung
zu B.

O
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Algorithmus 1 : Simplex Algorithmus

Data : Ae R™*" be R™,ceR"

Result : 7 € {x € R"|Az = b,z > 0} maximizing c'z or infeasible,
unbounded

Berechne eine zuléssige Basis B.

Falls keine solche existiert return infeasible

while true do

N = {1,...,n}\B und berechne eine zuléssige Basislosung x fiir B

Berechne das Simplex-Tableau

rg = p +Qxy
z = zg +rlzn

fir B.

if » <0 then
L return z =z
Wihle o € N mit r, > 0.
if ¢;, = 0 fiir alle i € B then
L return unbounded
Wihle 8 € B mit ggo < 0 und 22 = max({

| B=(B\{8) U la)

Pi
Qig

Qi < 0,7 € B}

Question 68.1. Wie finden wir eine Startlésung?

Das Finden einer Startlosung ist genau so schwer wie das Losen eines LPs. Wir
konnen hierzu allerdings den Simplex-Algorithmus zunéchst auf ein LP anwen-
den, fiir das wir eine Startlosung kennen. Sei 0.B.d.A. b > 0. Setze A := (A| L)
und fiige neue Variablen 41, ..., Zn1m hinzu und 16se mit & = (21,..., Tpim)

das folgende LP (P):

max —(Tpy1 + Tpy2 + .o+ Tngm)
st. AT =10
=0
Fiir (P ) ist {n + 1,...,n + m} eine zuliissige Basis. Das LP kann also mit

dem Simplex-Algorithmus gelost werden. Falls der Losungswert von (P) ne-
gativ ist, hat das urspriingliche LP keine zulissige Losung. Anderenfalls lie-
fert der Simplex-Algorithmus eine Basislosung. Da fiir diese z,41 = Zpyo =

. = Zpim = 0 gilt, kann man daraus leicht eine zuldssige Basislosung des
urspriinglichen LPs konstruieren.

5.1 Pivotregeln
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Question 68.2. Wie wihlen wir o und (5?7

Regeln, die dies festlegen, heiflen Pivotregeln.

Example 69 (Pivotregeln). o Largest coefficient rule: Wihle « so,
dass 1, maximiert wird. (urspriingliche Wahl von Dantzig)

e Largest increase rule: Wihle alle Variablen so, dass der Anstieg
der Zielfunktion maximiert wird. (Aufwendig zu iiberpriifen).

e Steepest edge rule: Wihle « so, dass
ct (xnew—wom)
|Znew—zoral

maximiert wird. (Aufwiindig, aber gut in der Praxis)

Fiir alle dieser Regeln ist bekannt, dass es Instanzen gibt, auf denen die Laufzeit
nicht polynomiell ist.

5.1.1 Terminierung

Goal. Finde Pivotregeln, die erzwingen, dass der Simplex-Algorithmus termi-
niert.

Wenn der Algorithmus nicht terminiert, betrachtet er eine Basis B zweimal (und
damit auch unendlich oft). Diese Verhalten heifit Kreiseln. Die Berechnung
zwischen zwei Vorkommen von B nennen wir Kreis. Seien F' < {1,...,n} die
Indizes der Variablen, die wihrend eines Kreises zur Basis hinzugefiigt (und
daher auch wieder entfernt werden). Wir nennen zr Kreiselvariablen.

Lemma 70. Wenn der Simplex-Algorithmus kreiselt, sind alle Basislésungen
wahrend des Kreiselns identisch und alle Kreisvariablen sind 0.

Beweis. Der Losungswert wird wihrend des Algorithmus nie kleiner, kann wihrend
des Kreiselns also auch nicht grofler werden.

Sei B eine Basis wiihrend des Kreiselns und (B u {a})\{8} die nichste Basis.

Unter den Nicht-Basisvariablen kénnte dabei hochstens x,, grofler werden. We-
gen 1, > 0 wiirde das allerdings den Losungswert erhchen. Folglich bleiben alle
Nicht-Basisvariablen 0. Da die Nicht-Basisvariablen die gesamte Losung bestim-
men bleiben alle Variablen unveréndert. O

Definition 71 (Bland-Regel). Wéhlen « unter allen Elementen von N mit
ro > 0 so, dass & minimal ist. Wéhle 8 ebenfalls minimal.
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Remark 71.1. Das ist keine sonderlich intelligente Wahl von « und g,
geniigt aber um eine Terminierung zu erzwingen.

Theorem 72. Mit der Bland-Regel als Pivotregel terminiert der Simplex-
Algorithmus nach endlich vielen Schritten.

Beweis. Angenommen der Algorithmus kreiselt mit der Bland-Regel. Sei F' die
Indexmenge der Kreiselvariablen. Sei 7 := max(F') und B die Basis unmittelbar,
bevor 7 sie betritt.

Sei T'(B) wie folgt:

rg = p +Qxy
z = zg +rizy

Sei B’ die Basis unmittelbar, bevor 7 sie verldsst und T(B’) :

rp = p +Qzn
z = z, +r''zn

Nach der Bland-Regel wéhlen wir sets den kleinsten moglichen Index. Wenn
m = max(F') ausgesucht wird, ist 7 der einzige Kandidat in F', der B betreten
kann. Also:

rr>0und r; <O fir je Nn (F\{r})(1)

Sei «v der Index, der B’ betritt. Sei ist 7 = max(F’) der einzige Kandidat aus F,
der B’ verlassen kann. Wegen p; = 0 fiir alle j € B’ n I folgt:

Gro <0 und ¢}, >0 fiir j € B n (F\{7})(2)

Betrachte das folgende Hilfs-LP (P ):

max Ctl’
st. Axr =b
Tp\(my 2 0
T, <0

xN\F =0

Beachte: Es werden keine Bedingungen an die Vorzeichen der Variablen in zp\
gestellt.

Behauptung 1. (P) hat eine Optimallisung.
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Unterbeweis. Sei Z die zuléssige Basislosung des urspriinglichen LPs zur Basis
B. Es gilt &, = 0, somit ist Z eine zuléssige Losung von (P ).

Die Kosten einer Losung x von Ax = b sind clz = z¢ + rtzy. Fiir jede Losung

x von (P ) gilt:
) =0 falls je F\{r}
T1<0 fallsj =7

Somit ist rjz; < 0 fiir alle j € F. Wegen zy\p = 0 folgt 7'z < 0 fiir jede
Losung = von (P). Der Wert jeder Losung von ( P ) ist daher hichstens z.
Insbesondere ist Z eine Optimallésung von (P ). |

Behauptung 2. (P ) ist unbeschrinkt.

Unterbeweis. Wir haben beim Kreiseln immer dieselbe Basislésung. Eine Ba-
sislosung x des urspriinglichen LP zur Basis B ist daher auch eine zuldssige
Basislosung zur Basis B’.

Wihle K > 0 und setze x;, = K. Fiir alle j € N'\{a} setze 2 = 7; = 0. Ferner
setzen wir zp = p’ + Q'z'y,. Dies definiert wegen (2) eine zuléssige Losung von

(P).

Weil « die Basis B’ betreten konnte, gilt 7/, > 0. Folglich haben wir eine Losung
mit Wert cfa’ = 2 + "'’y = 20+ K - rl,.

K kann beliebig grofe gewihlt werden, somit ist (P) unbeschrinkt und die
Behauptung folgt.

Dies liefert offenbar einen Widerspruch. O

Example 73 (Klee-Minty-Wiirfel). Betrachte das folgende LP:

max xp
st. —x1 <0
1 <1
exj_1—x; <0 Vje{2,...,n}
exjo1+ax; <1 Vje{2,...,n}

Der Losungsraum dieses LPs heifit Klee-Minty-Wiirfel. Mit der Bland-
Regel betrachtet der Simplex-Algorithmus (beginndend mit der Ecke (0, ..., 0)
) 2" Basen.
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Remark 73.1. Fiir jede bisher angegebenen Pivotregel konnten Beispiele
gefunden haben, auf der der Algorithmus exponentielle Laufzeit hat.

Question 73.2. Kann man vielleicht allgemein zeigen, dass der Algorith-
mus nicht polynomiell sein kann?

Definition 74. Der kombinatorische Durchmesser eines spitzen Po-
lyeders P ist der Durchmesser (grofieter Abstand zwischen zwei Knoten)
des ungerichteten Graphen Gp, wobei V(G p) die Menge der Ecken von P
ist, und zwei Knoten genau dann durch eine Kante in Gp verbunden sind,
wenn es eine Fliache der Dimension 1 gibt, die diese Ecken enthélt.

Ohne Annahmen iiber die Startlosung ist der kombinatorische Durchmesser eine
untere Schranke fiir die Laufzeit des Simplex-Algorithmus.

Remark 74.1. Es ist nicht bekannt, ob der kombinatorische Durchmesser
polynomiell (oder sogar linear) beschrinkt in der Eingabegrofie ist.

Definition 75 (Revidierter Simplex-Algorithmus). Die explizite Berech-
nung des Simplex-Tableaus ist recht zeitaufwendig und kann vermieden
werden. Die m x (n — m)-Matrix @ muss nicht vollsténdig gespeichert
werden. Es reicht, die Spalte von @ fiir den Index oo € N mit r, > 0, den
man auswéhlt, zu berechnen (Spaltenerzeugung), da Q = —AglAN. Die
Matrix Agl muss nicht explizit bestimmt werden. Es reicht, Gleichungssys-
teme der Form Apy = d zu lésen. Dazu kann man z.B. eine LU-Zerlegung
von Ap verwalten und geeignet aktualisieren.

Der Simplex-Algorithmus mit diesen Anpassungen heifit revidierter Simplex-
Algorithmus.

Definition 76 (Dualer Simplex-Algorithmus). Sei T'(B):

zp = p +Qzn
z = z{ +r'zn

ein Simplex-Tableau. Wihrend des (primalen) Simplex-Algorithmus gilt
die Invariante p > 0, das ist dquivalent zur (primalen) Zuléssigkeit. Sobald
r < 0 gilt, ist die Losung optimal. Dann ist § = Agz''cp eine optimale
Losung des dualen LPs min{b'y > 0}. Dabei ist r < 0 dquivalent zur

dualen Zulassigkeit.

Im dualen Simplex-Algorithmus bleibt die duale Zuldssigkeit (d.h. r <
0 ) stets garantiert, wihrend die primale Zuléssigkeit (p > 0 ) erst am Ende
erreicht wird.
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Der duale Algorithmus hat dieselbe Effizienz wie der primale Algorithmus. Ein
Vorteil ist, dass beim nachtriglichen Hinzufiigen von Nebenbedingungen die
duale Losung zuléssig bleibt.

6 Der Netzwerk-Simplex-Algorithmus

Idea. Wende den Simplex-Algorithmus an, um Min-Cost-Flow-Probleme zu
losen. Die Laufzeit ist wie im allgemeinen Fall: Es ist keine polynomielle Laufzeit
beweisbar, in der Praxis ist der Algorithmus allerdings recht gut. Der Algorith-
mus kann auch als rein kombinatorischer Algorithmus angesehen werden.

Definition 77. Sei G ein gerichteter Graph mit Kapazititen v : E(G) >
R>o und Zahlen b: V(G) — R mit >} .y () b(v) = 0.

Ein zuléssiger b-Fluss in (G, u,b) ist eine Abbildung f : E(G) — Rxy
mit

e Vee E(G) : f(e) < u(e)
e YoeV(Q): Zeeég(v) fle) = Zeeég(v) f(e) =b(v).

Notation 77.1. Es heifit b(v) die Balance von v. Wenn b(v) > 0, nennen
wir b(v) Angebot, falls b(v) < 0 Nachfrage.

Knoten v von G mit b(v) > 0 heilen Quellen, Knoten mit b(v) < 0 heiflen
Senken.

Problem (Minimum-Cost-Flow-Problem). Gegeben sei ein gerichteter Graph
G, Kapazititen u : E(G) — R~q, Balancen b : B(G) — R mit ), b(v) = 0 und
Kantenkosten ¢ : E(G) — R.

Gesucht ist ein b-Fluss f, der .. p(q) c(e) - f(e) minimiert.

Definition 78. Sei G ein gerichteter Graph.

e Fiir e = (v,w) sei € = (w,v) die Riickwirtskante.

> Dd

o Definiere G durch V(G) == V(G) und E(G) = E(G)u{€|e € E(G)}
e Kantenkosten werden durch ¢(€) := —c(e) erweitert.

e Sei (G,u,b,c) eine Instanz von Minimum-Cost-Flow und f ein b-
Fluss. Der Residualgraph G, ; ist definiert durch V(G ¢) == V(G)

und E(G,. r) = {e€ E(G)|f(e) <u(e)} u{€ € E(G)|f(e) > 0}.

e Fiir e € E(G) definieren wir die Residualkapazitét durch uy(e) ==
u(e) — f(e) und us(€) == f(e).
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Definition 79. Wenn P ein Teilgraph des Residualgraphs G, ¢ ist, dann
heiflt Augmentieren von f entlang P und v > 0, dass man f auf den
Vorwértskanten in P um v erh6ht und auf den Riickwértskanten in P um
~ verringert.

Definition 80. Sei (G, u,b, c) eine Instanz des Min-Cost-Flow-Problems.
Ein b-Fluss f in (G, u) heiit Baumlésung, wenn der Graph (V(G),{e €
E(G)|0 < f(e) < u(e)}) keinen ungerichteten Kreis enthiilt.

Lemma 81. Sei (G, u, b, ¢) eine Instanz des Min-Cost-Flow-Problems. Ein
b-Fluss f ist genau dann eine Baumlosung, wenn & € RF(S) mit z, = f (e)
eine Ecke des Polytops

RE©) Vee E(G) : 0 < z. < ule),
BE W0 eVIG): Tocs o) e — Dees- (o) Te = b(0)

“

Beweis.
e€ E(G).

Fiir jede Kante e € E(G) mit f(e) = 0 betrachte die Bedingung z. > 0. Fiir jede
Kante e € F(G) mit f(e) = u(e) betrachte die Bedingung z. < u(e). Fiir jede
Zusammenhangskomponente von (V(G), {e € E(G)|0 < f(e) < u(e)} betrachte
fiir alle Knoten bis auf einen die Gleichung Zeeég(v) Te — Zeeﬁa(v) Ze = b(v).

— 7 Sei f eine Baumlosung und z € RF(@) mit z, = f(e) fiir alle

Dies sind |E(G)| linear unabhiingige Nebenbedingungen, die alle von # mit
Gleichheit erfiillt werden. Somit ist Z eine Ecke des Polyeders.

43

— " Sei f ein b-Fluss und sei # € R”(@) mit 7, = f(e). Sei & keine
Baumlosung.

Dann enthélt (V(G),{e € E(G)|0 < f(e) < u(e)} einen ungerichteten Kreis C.

Wiéhle ¢ > 0 mit ¢ < min{min{f(e),u(e) — f(e)}le € E(G)}. Fixiere eine der
beiden moglichen Orientierungen von C'.

z' € RE() entstehen, indem & entlang C in dieser Orientierung um e aug-
mentiert werde. z” € R”(%) entstehe, indem Z entlang C' in der umgekehrten
Orientierung von ¢ augmentiert werde.

Dann ist & = (2 + 2”), somit keine Ecke des Polyeders. O

Corollary 82. Sei (G,u,b,c) eine Instanz des Min-Cost-Flow-Problems.
Wenn es einen b-Fluss (G, ) gibt, dann gibt es eine Optimallésung von
(G,u,b,c), die eine Baumlosung ist.
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Beweis. In spitzen Polyedern wird das Minimum einer linearen Funktion in einer
Ecke angenommen. O

Definition 83. Sei (G, u,b,c) eine Minimum-Cost-Flow-Instanz mit zu-
sammenhéngendem G.

Eine Spannbaum-Struktur ist ein Quadrupel (r,T,L,U), wobei r €
V(G), BE(G) =TuLuU,|T| =|V(G) —1und (V(G),T) keinen un-
gerichteten Kreis enthalte.

Der zu (r,T,L,U) assoziierte b-Fluss f ist definiert durch
o f(e)=0fiireeL
o fle)=ule) firec U

® f(e) - z:vECe b('U) + Ze/eUméf(Ce) u(e’) - Ze/eUsz*(Ce) u(e/) fiir e €
T, wobei C, die Knotenmenge der Zusammenhangskomponente von
(V(G), T\{e}) ist, die v enthalte (fiir e = (v, w) ).

Die Struktur (r,7T,L,U) heifit zuldssig, wenn 0 < f(e) < u(e) fir alle
e € T gilt. Eine Kante (v, w) € T heifit Abwirtskante, wenn v auf dem
ungerichteten r — w-Weg in T liegt. Sonst heifit sie Aufwirtskante.

Observe. Der zu (r,T,L,U) assoziierte b-Fluss erfillt immer die Flusserhal-
tungsgleichungen, ist aber nicht unbedingt zuldssig.

Definition 84. Eine zulissige Spannbaum-Struktur (r, T, L, U) heifit stark
zuldssig, wenn 0 < f(e) fiir jede Abwirtskante e € T' und f(e) < u(e) fiir
jede Aufwirtskante e € T.

Observe. In einer stark zuldssigen Spannbaum-Struktur kann stets in Richtung
von r augmentiert werden.

Definition 85. Sei (r,7,L,U) eine Spannbaum-Struktur. Die eindeutig
bestimmte Funktion 7.V (G) — R mit 7(r) = 0 und ¢, (e) := c(e) — w(v) +
m(w) = 0 fiir alle e € (v,w) € T heiBlt das zu (r,T,L,U) assoziierte
Potential.

Observe. Die w-Werte in einem zu (v, T, L, U) assoziierten Potential geben den
Abstand zu r in (V(G),T) an.

Theorem 86. Zu gegebenen (G, u, b, ¢) und gegebener Spannbaum-Struktur
(r,T,L,U) konnen der b-Fluss f und das Potential 7 zu (r, T, L,U) in Zeit
O(m) berechnet werden.

Beweis. Verwende Breitensuche, um 7 zu berechnen. Von den Bléttern ausge-
hend koénnen ferner in linearer Zeit die Flusswerte auf T’ berechnet werden. [
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Observe. e Fiir eine Kante e = (v,w) € L sind c,(e) die reduzierten Kos-
ten der zugehdorigen Nicht-Basisvariablen.

o Fiir eine Kante e € U sind —c,(e) die reduzierten Kosten der zugehdrigen
Nicht-Basisvariablen (d.h. der Slack-Variablen).

Theorem 87. Sei (r,T,L,U) eine zuldssige Spannbaum-Struktur und =
das zugehorige Potential. Wenn ¢ (e) = 0 fiir alle e € L und ¢, (e) < 0 fiir
alle e € U, dann ist der zu (r, T, L,U) gehorige b-Fluss optimal.

Beweis. In diesem Fall haben alle Nicht-Basisvariablen nicht-negative Kosten.
In Minimierungsproblemen bedeutet das, dass die Losung optimal ist. O

Definition 88. Fiir eine Kante e = (v, w) € E(G)\T mit € ¢ T heifit e zu-
sammen mit dem w-v-Weg, der nur aus Kanten in 7" und Riickwartskanten
von Kanten in T besteht, Fundamentalkreis von e.

Der Knoten im Kreis, der am néchsten zu r liegt, heiffit Gipfel von e.

Observe. FEs sind w(w) die Kosten des Weges in T von r zu w und 7(v) die
Kosten des Weges von r zu v. Insbesondere ist cr(e) gleich der Kosten des
Fundamentalkreises von e.

Theorem 89. Der Netzwerk-Simplex-Algorithmus terminiert nach endlich
vielen Schritten und berechnet eine Optimallésung.

Beweis. Die Optimalitat der Losung folgt aus dem vorigen Satz.
Ubung: Zeigen, dass f und 7 nach einer Iteration weiter der zu (r, T, L,U)
gehorende Fluss und das zugehorige Potential sind.

Behauptung 1. (r,T, L,U) bleibt stark zuldssig.

Unterbeweis. Die Zuléssigkeit folgt aus der Wahl von . Da e; stets als letzte
Kante aus dem Fundamentalkreis gewihlt wird, ist (r, T, L,U) aulerdem stark
zuléssig.

|
Behauptung 2. Der Algorithmus terminiert.
Unterbeweis. Wir zeigen, dass nie dieselbe Baumstruktur zweimal betrachtet

wird. Die Kosten des Flusswertes dndern sich um « - |p|, falls v > 0 sind wir
daher fertig (der Flusswert wird nie verschlechtert).
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Algorithmus 2 : Netzwerk Simplex Algorithmus

Data : Eine Instanz (G, u, b, c) von Min-Cost-Flow und eine stark
zuldssige Spannbaumstruktur (r, T, L, U)

Result : Ein kostenminimaler Fluss f
Berechne den zu (r, T, L,U) gehorenden b-Fluss f sowie 7.
while true do
Sei eg € {e € Llcr(eg) < 0} U {e € Ulcx(e) > 0}
if keine solche Kante existiert then

| return f
else
Sei C' der Fundamentalkreis von e (bzw. ‘€ falls e € U) und

p=cr(e)
7 = mine’eE(C) ug(e’)

= letzte Kante auf C' mit uy(e') = (vom Gipfel aus)
e1 = zu €’ zugehorige Kante in G (d.h. €/ = e; oder ¢’ = &)
Entferne e aus L oder U
= (T v {eo})\fer}

if ¢ = e¢; then

| U:=Uu{e}
else
| L:=Lu{e}

Augmentiere f entlang C' um ~.
Sei X die Zusammenhangskomponente von (V(G), T\{eo}), welche r

enthlt.
if eg € 67 (X) then
| m(v) :=m(v) + p fiir alle ve V(G)\X
if eg € 7 (X) then
(

| 7m(v) :=7(v) — p fiir alle ve V(G)\X
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Angenommen v = 0. Falls ey # e1, dann gilt eg € L n §(X) oder g € U n
6% (X). Folglich wird ¥,y () m(v) groBer. Solange keine Iteration mit v > 0
durchgefiihrt wird, wird dieser Wert nicht kleiner.

Angenommen ey = e1. Dann ist X = V(G) und X v ) 7(v) bleibt gleich.
Aber |{e € L|er(e) < 0}] + [{e € Ulem(e) > 0} wird um 1 kleiner. |

O

Question 89.1. Wie finden wir eine stark zuldssige Startlosung?

Verbinde 7 mit hinreichend teuren Kanten mit jedem Knoten. Wéhle den Fluss
entsprechend (die Richtung der Kanten seien je nach b-Wert des Knotens gewiihlt).
Die Kapazitéten seien dabei so gewéhlt, dass u((v,r)) = b(v)+1, bzw. u((r,v)) =

—b(v).
T bestehe aus den neuen Kanten. Auflerdem sei L := E(G) und U = (.
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7 GroBen von Lésungen
Definition 90. Sei n € Z. Wir definieren

size(n) :== 1 + [log(|n| + 1)]
Fiir p, q € Z teilerfremd sei

size <§> = size(p) + size(q)

Fiir A e Qm™*™ sei
size(A) == nm + Z size(a; ;)

%,J
Man sieht leicht:

Theorem 91. Fiir r1,...,7, € Q gilt:
(a) size ([ ;i) < D, size(r;)
(b) size (3, r;) < 2, size(r;)

Theorem 92. Fiir x,y € Q™ gilt:
(a) size(z + y) < 2(size(x) + size(y))
(b) size(z'y) < 2(size(x) + size(y))

Theorem 93. Fiir jede Matrix A € Q"*" gilt size(det(A)) < 2size(A).

Beweis. Sei A = ( “ t)i,;, wobei ggT(pij, qij) = 1. Sei ferner det(A) = £ (vollsténdig
gekiirzt).

Dann ist [det(A)| < [TiZ, [Tj—; (Ipiy| + 1) und |q] < [TZ, [T}—, |gij|- Folglich
ist
size(q) < size(A)

und

p| = |det(A)] - |q| < 1_[ H |p’bj| +1) |QUD

Folglich ist size(p) < 2i_; 20;_; (size(pij) + 1 +size(qi;)) = size(A) und es folgt
die Aussage. O
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Theorem 94. Sei max{c'z|Az < b} ein zuldssiges und beschriinktes linea-
res Programm mit A € Q™*" und b € Q™. Dann gibt es eine optimale
(rationale) Losung x mit size(z) < 4n(size(A) + size(b)). Wenn b = e;
oder b = —e; fiir einen Einheitsvektor e; gilt, dann gibt es eine regulére
Teilmatrix A" von A und eine Optimallgsung x mit size(x) < 4nsize(A’).

Beweis. Das Optimum wird in einer minimalen Fléiche F von P = {z € R"| Az <
b} angenommen.

Wir kénnen F schreiben als F' = {z € R"|Az = b} wobei A ein Teilsystem mit
linear unabhéngigen Zeilen ist.

Wiéhle B € {1,...,n}, so dass Ap eine reguliire, quadratische Matrix ist.  mit
zp = Ag'bund zx = 0 mit N = {1,...,n}\B ist eine optimale LP-Losung.

Nach der Cramerschen Regel kénnen die Eintriage von xp als
det (A])
det(AB)
wobei /Nlj aus Ap entsteht, indem die j-te Spalte durch b ersetzt wird.
Folglich ist
size(z) < n + QZ(size(Aj) + size(Ap)) < n + 4n(size(A) + size(D))

J

Falls b € {e;, —e;} ist, dann ist |det(A,)| der Absolutbetrag einer Determinante
einer Teilmatrix von Apg.

O

Corollary 95. Sei max{ctz|Ax < b} ein zulidssiges und beschriinktes li-
neares Programm mit A € Q™*"™ und b € Q™. Dann gibt es eine optimale
(rationale) Losung z, sodass fiir jeden von 0 verschiedenen Eintrag x; von
z gilt:

|37j| > 2—4n(size(A)+size(b)

Beweis. Es gibt eine Optimalldsung x, sodass fiir jeden Eintrag x; von x gilt:
size(z;) < 4n(size(A) + size(b))

Da jede positive Zahl, die kleiner als 2~4n(size(A)+size(0)) igt eine size hat, die
grofler als 4n(size(A) + size(b)) ist, folgt die Behauptung. O
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7.1 GauB3-Elimination

Wir wollen ein Gleichungssystem Az = b l6sen.

Transformiere A dazu in eine obere rechte Dreiecksmatrix mit folgenden erlaub-
ten Schritten:

e Addiere ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen.
e Vertausche zwei Spalten
e Vertausche zwei Zeilen

Aus AlMa 1 ist bekannt, dass hierfiir O(mn(rank(A)+ 1)) elementare Operatio-
nen ausreichen. Um eine polynomielle Laufzeit beweisen zu kénnen, muss jedoch
noch gezeigt werden, dass alle auftretenden Zahlen mit polynomiell vielen Bits
geschrieben werden koénnen.

B C
0 D
wird. B ist dann eine rechte obere k X k-Dreiecksmatrix. Zur Abschitzung der
Grofle der Zahlen sind Zeilen- und Spaltenvertauschungen nicht relevant. Fiir
jeden Eintrag d;; von D gilt det(fﬁ:::::ﬁ) = d;j - det(Al+k) wobei Mt
die Untermatrix einer Matrix M mit Zeilenindizes i1, ..., 4, und Spaltenindizes

15, Jk ist.

Sei A = eine Matrix, die wihrend der Gaufl-Elimination betrachtet

Das Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen dndert nichts an den
Determinanten.

Folglich kann d;; (und damit auch jede andere auftretende Zahl) als Quotient
von Determinanten von Untermatrizen von A geschrieben werden.

Folglich ist size(d;;) < 4size(A). Da alle wihrend des GauB-Algorithmus auf-

tretenden Zahlen von dieser Form sind, folgt:

Theorem 96. Die GauB-Elimination hat polynomielle Laufzeit.

Corollary 97. Folgende Probleme kénnen in polynomieller Laufzeit gelost
werden:

e Lisen eines Gleichungssystems

e Determinantenberechung

e Berechnung des Rangs einer Matrix
e Invertieren einer reguliren Matrix

Uberpriifen von linearer Unabhingigkeit
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8 Die Ellipsoid-Methode

8.1 Idealisierte Ellipsoid-Methode

Die Ellipsoid-Methode ist der erste Algorithmus zur LP-Lésung mit beweisbar
polynomieller Laufzeit.

Der Algorithmus wurde von KHACHIYAN 1979 entwickelt. In der Grundversion
wird nur entschieden, ob ein Polyeder leer ist. Der Algorithmus kann verwendet
werden, ohne dass alle Nebenbedingungen aufgelistet werden miissen. Er ist
auch fiir andere (nicht-lineare) Optimierungsprobleme geeignet.

Definition 98. Eine Menge E € R" ist ein Ellipsoid, wenn es einen Vektor
s € R™ und eine regulidre Matrix M € R™*™ gibt, sodass

E = {Mz + s|lx € B"}

wobei B" = {z € R"|z'z < 1} die n-dimensionale Einheitskugel ist.

Kurznotation: £ = s + M B™.

Definition 99. Eine symmetrische Matrix A heifit positiv definit, wenn
zt Az > 0 fiir alle z # 0 gilt. Sie heifit positiv semidefinit, wenn 2zt Az > 0
fir alle z gilt.

Remark 99.1. Eine n x n-Matrix @ ist genau dann positiv definit, wenn es
eine nicht-singuliire Matrix M mit @ = M M?* gibt (Cholesky-Zerlegung).

Lemma 100. Eine Menge E < R” ist genau dann ein Ellipsoid, wenn es
eine symmetrische positiv definite n x n-Matrix ) und einen Vektor s € R™
mit F = {z € R"|(z — s)'Q ™! (x — 5) < 1} gibt.

Beweis. E < R™ ist genau dann ein Ellipsoid, wenn es eine reguldre Matrix
M e R™™™ und einen Vektor s € R™ gibt, mit

E = (Mx + s|z € B")
={yeR"|M " (y —s) e B"}
={yeR"|(y—s)' (M) M ' (y—s) <1}

Das ist dquivalent zur Existenz einer positiv definiten Matrix Q mit E = {y €
R*|(y —s)'Q "y —s) <1} O

Goal. Finde ein Ellipsoid mit kleinstem Volumen, das eine Halbkugel der Ein-
heitskugel B™ enthdlt.
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Ansatz: Wihle als Mittelpunkt des Ellipsoids eine Position ¢ - e;. Kandidaten
fiir das Ellipsoid sind gegeben durch Matrizen Q' der Form

> 0 ... 0
Q_1: 0 ﬁ2
: 0
0 ... 0 p
Ez{xeR"a(:cl—c)—kﬂingl}
i=2

wobei «, f und ¢ zu bestimmen sind.

Waunsch 1: e; soll auf dem Rand von E liegen. Fordere: o?(1 — ¢)? = 1, d.h.

ot = (12)

Wunsch 2: Die Punkte {x € R"|z; = 0}, die auf dem Rand von B™ liegen, sollen
auf dem Rand von E liegen. Fordere o2c? + 82 = 1 und somit:
c? 1-2c

62:1—a202:1—(1_c)2:(1_0)2 (13)

Lemma 101. Das Volumen eines Ellipsoids E = {z € R"|(z — s)Q ! (z —
s) < 1} ist vol(E) = 4/det(Q) - vol B™

Beweis. Aus der Mafitheorie bekannt. O

Das Ziel ist daher, die Determinante von Q' zu minimieren. Es ist

\/W =1/a~1B-(n=1)

(1—c)?" o (=0 _

Wir wollen folglich ein ¢ finden, welches r minimiert. Es ist

(1—2c)"— oc (1—2¢c)n—1 —
2n 2n—1
2("(_11_)(216)_f) — 2?1@;5))”_1 genau dann 0, wenn % = 2n. Folglich muss
2(n—=1) —2¢(n—1) = 2n — 4en und ¢(2n — (n — 1)) = 1 gelten. Daher wird
2
das Volumen durch ¢ := n}rl minimiert und wir erhalten o? = % sowie
2
52 — nngl.

Lemma 102 (Halbkugel-Lemma). B" n {z € R"|zy > 0} € F mit

(n+ 1) 1\ -1,
E= R™ - ’ <1
{xe Ve TS T ZZZQIZ
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vol(E) <

1
e S 2(n+1) |

Auflerdem ist

Beweis. Sei z € B" n {z € R"|z; = 0}. Es gilt
n
Z i <1—af
i=2

Daher geniigt es zu zeigen, dass

_ (n+1)? 1\ n2-1 )
9(551)1‘;7712 T AR (1-27) <1

Fiir 21 = 0 gilt: g(0) = @FD° 1 4 n’~1 _ 1 Pir oy = 1 gilt: g(1) =

n2  (n+1)2 n?2

2 2
("221 ) (ﬁ_l) = 1. g ist eine quadratische Funktion und der Koeffizient von x?

ist (H%)Q — % > 0, folglich handelt es sich um eine konvexe Funktion. Daher

gilt g(zq) < 1 fiir alle 21 € [0,1].

Fiir das Volumen gilt:
vol(E)
vol B™

n—1

n TL2 =z
n+1\n2-1
1 1 \®
- 1— 14—
( n—|—1>(+n2—1)

I4z<e® _ 1 _n-1
< e ntl . e2(n?2-1)

1
= e 2(n+1)

O

Wir haben nicht gezeigt, dass dies das kleinste Ellipsoid ist (obwohl das der Fall
ist), es geniigt uns zu zeigen, dass das Ellipsoid klein genug ist.

Lemma 103 (Halb-Ellipsoid-Lemma). Sei E = p + {x € R*|2?Q 1z < 1}
ein Ellipsoid und a € R” mit a!Qa = 1. Dann gilt

En{zeR"a'z > a'p} c F'

mit

1 21 2
E =p+ WQ&-I—{xeR"nnzmt (Q_l-i- n_laat)xS 1}
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und
vol(E")

1
< e 2(ntD)
vol(E) =€

Beweis. Lang und nervig

Sei M eine regulire n x n-Matrix mit Q@ = MM*'. O.B.d.A ist a'M = €}
und somit Qa = MM'a = M(a*)M)* = Me; (sonst multipliziere M mit einer
Rotationsmatrix, die a! M auf e; abbildet. Dann gilt:

En{zeR"a'x > a'p}
= (p+MB")n{zeR"a'z > a'p}
= p+(MB"n{xeR"d (z+p=adp})
= p+(MB"n{zeR"a'x = 0})
= p+M(B"mM Yz e R"|a'z > 0})
= p+M(B"n{zeR"a'Mzx = 0})
= p+MB"n{zeR"a' Mz > 0})
=  p+ M(B"n{xeR"ez >0}

Lemma 102 1 2—]_ t 2
c p+7M61+M{mER”|7:£ In +
n+1 n? n—

LY + M{ eR”|n2_1t In +
R e X X
p n+1 ! n? N

1 nnz—l . 1

Wir kénnen E’ in Standardform schreiben als

1 ~
E/ =p + ?Qa + {.’,E € Rn|$tQ71I < 1}
n

mit 2
Q- (Q - =2 Qu'q! )
. Denn
e (Q—l v 2 1aaf) I (Q - 2 Qu'Q )
=In*n_2’_ aa'Q" + 2 aan 41aci6;2i1/atQt
= In
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. vol(E') det(Q)
Es ist wl(B) = A / 3o0(0) und auflerdem

det(Q) 2 t
0 (31 2re0)

n2
2
n? " 2
) det (1, — —2—aatQ!
(n2—1> e( n+1aaQ>
n2 "

:(n2—1) <1_n-2|—1>

Eigenwerte von I,, — %HaatQt sind 1 — n%rl (zum Eigenvektor a) und 1. Die

Determinante ist Produkt der Eigenwerte. Daher folgt
det(@) _ (_n* \? 2 3
det(Q) ~ \n2-1 n+1

B n n2 2
Tn+1\n2-1

1
e 2(m+D)

Wie beim Halbkugellemma

<

Remark 103.1. Das Ellipsoid £’ wird auch Léwner-John Ellipsoid ge-
nannt. Es ist das kleinste Ellipsoid, welches En{x € R"|a’x > a'p} enthiilt.

Definition 104. Ein Separationsorakel fiir eine konvexe Menge K < R"
ist ein Black-Box-Algorithmus, der zu gegebenem x € R™ entweder einen
Vektor a € R”® mit aly > a'z fiir alle y € K zuriickgibt oder ausgibt, dass
z e K gilt.

Observe. Zu einem gegebenen A € Q™*™ und b € Q™ kann ein Separationso-
rakel fiir {x € R"|Az < b} in O(mn) arithmetischen Operationen implementiert
werden.

Theorem 105. Zu einem durch ein Separationsorakel gegebenen K < R™,
e > 0und R mit K € {x € R*|z'z < R} kann man mit O(n(nIn(R) +
In(1))) Iterationen des idealisierten Ellipsoid-Verfahrens ein # € K be-
rechnen oder korrekterweise vol(K) < e ausgeben. Jede Iteration benotigt
einen Orakelaufruf, O(n?) arithmetische Standardoperationen und die Be-
rechnung einer Quadratwurzel von einer reellen Zahl.

Beweis.

Behauptung 1. In jeder Iteration ist K enthalten in py+{x € R”|xtA,;1x <1}
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Algorithmus 3 : Idealized Ellipsoid Algorithm

Data : Separationsorakel fiir K € R™ (konvex, abgeschlossen), R > 0 mit
K c{zeR"zlz <R%*},e>0

Result : z € K oder “vol(K) < &”

Do = 0, AO = RQIn

N(R.e) == |2(n + 1)(nIn(2R) + In())]|

for k=0,...,N(R,¢) do

if pr € K then

| return py

Sei @ € R™ ein Vektor mit @'y > alpy, fiir alle y € K.
by, = —ALa
k \V atAra
Pht1 = Pk + gk
2
Apt1 = 52— (Akq - %kubfg)

return “Gol(K) <e”

Unterbeweis. Fiir k = 0 ist dies trivial. Die Aussage folgt durch induktives An-
wenden des Halb-Ellipsoid-Lemma (Lemma 103) auf @ = Ay und a = —=2

atAk.

a
|

Behauptung 2. Nach N (R,¢) Iterationen ist vol(py + {v € R*|z'A 'z <
1}) <e.

Unterbeweis. Es gilt vol ({x € R"|z'z < R}) < vol([—R, R]") = 2"R"™. In jeder
Iteration wird das Volumen von

Ey =pp +{z e Rz A e < 1}

mindestens um den Faktor ¢~ 27D verringert.
Folglich ist
K
vol(Ey) < e 2»+D 2" R"

Mit k = N(R,¢) folgt die Aussage. | |

8.2 Fehleranalyse

Problem. Wir kénnen in by := \/%fa die Wurzel nicht exakt ausrechnen.
k

Wir miissen daher mit gerundeten Zwischenlésungen rechnen.

Es seien pj und A, die exakten Werte (die allerdings aus gerundeten Werten
der vorigen Iteration berechnet werden) und pg, Ax gerundetete Werte.
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Seien Ej, und Ej die zugehorigen Ellipsoide.

Sei § eine obere Schranke fiir den absoluten Rundungsfehler, also |px —px o < &
und Ay — Ay, <5

Beim Runden der Eintriige in Ay, sorgen wir dafiir, dass die Matrix symmetrisch
bleibt.

Sei 'y, = A, — Ay, und Ay, = pr — Dk-

Es sei | - || fur Vektoren die Euklidische Norm und fiir Matrizen die induzierte
Operator-Norm.

Wir kénnen annehmen, dass fiir jedes x € K gilt:
(v —pr) Ay (z = pr) <1

Fiir py und Ay, muss das aber nicht gelten. Daher vergréfiern wir das Ellipsoid in
jeder Iteration leicht durch Skalierung von Ay um den Faktor =1 + m

Wir ersetzen flk durch ,uflk (das Ergebnis heie im Folgenden wieder flk. ).
Dann gilt fiir x € K:

1 2n2 + 2n
- <1l—-—
2n2 4+ 2n+1 4n?

(z — pr) A (@ — pr) < T
L+ 2n(n+1)

Mit einer langen und nervigen Rechnung folgt, dass das geniigt, um die ur-
spriingliche Bedingung auch nach Runden noch zu erfiillen.

Theorem 106. Es sei in Iteration k der Ellipsoid-Methode § < —

12nk

gewahlt. Dann gilt:

(a) Ag ist positiv definit.

(b) lpkl <R3, Pl < RS

(c) | Axl < R?2*, | Ax| < R?2*

(d) |A'| < R~24%, | A" < R-%4*

Goal. Wihle § so, dass

- i . A 1
2vnd| AT |(R + [x]) + nd® A + (B + [pk[)*| A [ A Ind < £

® 5”&?411” < W
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Algorithmus 4 : Ellipsoid Algorithm

Data : Separationsorakel fiir K € R™ (konvex, abgeschlossen), R > 0 mit
K c{zeR"zlz <R%*},e>0

Result : z € K oder “vol(K) < &”

Do = O, AO = RQIn

N(R.e) == |8(n + 1)(nIn(2R) + In(2))]|

for k=0,...,N(R,¢) do

if pr € K then

| return py

Sei @ € R™ ein Vektor mit @'y > alpy, fiir alle y € K.
bk = Apa

\ EA)CE
Pr+1 eine Approximation von pyy1 == pg + n+1
Ag41 eine symm( trische Approximation von

Apyq = — (A;,l n+1bkbk) mit Fehler < §

return “Gol(K) <e”

b mit Fehler < §

Theorem 107. Es sei in Iteration k£ der Ellipsoid-Methode § < ﬁ
4

gewdhlt. Dann gilt:
o Ay ist positiv definit
o x| < R-2% x| < R-2*
o | Al Akl < R? - 2
o |45, 1451 < R34

Insbesondere kann § < (20N (7:2)+1)16n3)~1 gewiihlt werden.

Beweis. Wir fithren Induktion nach k. Fiir £ = 0 sind diese Aussagen trivial.
Sei die Aussage fiir k bereits gezeigt. Algl ist positiv definit, wegen

Vo #0: mtAglx = xtAglAkAlzlm >0

Ferner ist ) .
n—11 2 aa
Al — (A =
R1T TRy < b n+1adtALa
als Summe einer positiv definiten und einer positiv semidefiniten Matrix positiv
definit.
Somit ist auch Aj4q = n;‘—ilp (Ak ngkbt) positiv definit.

Es gilt
ata

H—tA —” —tA

<[4
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(Ubungsblatt 7)
Hieraus ergibt sich

n?—-11
n2 pu

. 2 aa’
A—l < A—l | < A—l
|4zl (141 + 2l l) <1457

Es sei A kleinster Eigenwert von Ag.1 und v ein Vektor mit Linge 1 und A =
t
v Akv.

Folglich ist

Vi A0 > Utjlklv —nd
> min{n' Ay, 1n|n e R, |n| = 1} —nd
1
> ————nd
[Axial
1
> ——-—nd
3 A"
v, 1
= 3peg "
1
> R—24k+1

2
£ verwendet wurde.

Wobei im letzten Schritt nd < (3 — )4

1
Da der kleinste Eigenwert positiv ist, ist Ag41 positiv definit und es folgt (a).
Da A kleinster Eigenwert von Ay ist, gilt:
1 _
5 = 45k
Daraus folgt
1

[Arh ] = 5 < R4

(1. Teil von (d))

Wegen H/L;LH < 3||A,;1H folgt H/L;LH < R24F+1 ().

Es gilt |Api1| < n?—il,uHAkH, denn |A| < ||A + B| fiir positiv semidefinite
Matrizen. Ferner ist |Ag| = R? und daher

2

n? —1

| Asa] = |Aksa] + |Trsa] < (| Agll + nd < R?2FH!

Somit ist |Agi1] < ”zl,uHAnH < R?2%+1 und (c) folgt.

n—

Schreibe Ay, = MM? mit M regulir. Dann ist

Apa atA};Aka _ (Mta)tAk(

VadAa |\ dAa (@)
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und pg = 0.
Es ist |pre1] = |pall + iglbel + v/n6 = [pel + R-25 + y/nd < R- 2841,

Ebenso folgt /prr1 < R - 251 und es folgt (b). O

Lemma 108. Sei 0 < § < (26N(R75)+1)16n3)_1, wobei
1
N(R,¢) == [7(n +1)(nln(2R) + ln(g)} :

Dann ist in der k-ten Iteration des Ellipsoid Algorithmus K < pi + Ey und

8.3 Die Ellipsoid-Methode fiir LPs

Wir wollen den Ellipsoid-Algorithmus verwenden, um zu tiberpriifen, ob ein
Polyeder P leer ist. Hierfiir miissen wir sicherstellen, dass P ein Polytop ist
und, falls P # ¢, das Volumen nicht beliebig klein sein kann.

Theorem 109. Sei A € Q™*™ und P = {z € R"|Az < b}. Fir R =
1+ 94n (size(A)+size(B)) und & = (2n24n(size(A)+size(b)))_1 sei

Pr.:={ze[-R,R]"|Axz < b+el}

. Dann gilt:
(a) P=® = PR’€=Q
(b) Falls P # ¢, dann vol(Pg ) > (ﬁ)n

Beweis. (a) Pp. = & = Ppo = & ist trivial. Nach Theorem 94 gilt
Pro=0 = P=0.

Behauptung 1. P= & = Pr. = .
Unterbeweis. Angenommen P = ¢§. Nach dem Lemma von Farkas (Theo-

rem 23) existiert dann ein y > 0, so dass y*4 = 0 und y'b = —1. Nach
Theorem 94 hat

min 1ty
sd. Aly =0
bly = —1
y=0
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eine Optimalldsung y*, so dass |y| < 24n(ize(A)+size(®) fiir alle 4. Folglich
ist y'(b+el) < —1 + (n + 1)24n(ize(A)+size(®) o <,

Nach dem Lemma von Farkas hat daher Az < b+¢1 keine zuléssige Losung.
Insbesondere existiert keine Losung in [—R, R]™, folgich ist P = . W

(b) Falls P # ¢, dann ist Pr_1,0 # . Fiir jedes z € Pr_1, gilt

fo e RJe — 2] < } S Pre

- c
n - 2size(A)

Folglich ist vol(Pg ) = vol ({x eR"||z — 2| < —sTes(A) }) = (nzafifc(m )

O

Theorem 110. Zu einem gegebenen Polyeder P = {x € R"|Az < b} mit
A e Q™™ und b e Q™ kann man in polynomieller Zeit entscheiden, ob P
leer ist.

Beweis. Setze R = 1 + 24n(size(A)size(b)) o _ (Qn,24n(size(A)+size(b)))—1 und
¢ = (-5Zm)". Wende die Ellipsoid-Methode mit R = [{/nR'] und € als

Tosize(A)
Schranke an das Volumen an, um zu entscheiden, ob K = Pg/ . leer ist. Damit

wird auch iiberpriift, ob P leer ist

Die Anzahl der Iterationen ist polynomiell beschrinkt. Es reicht den absoluten

, -1
Rundungsfehler durch ein § < (26(N (R.e )+1)16n3) zu beschrinken. Folglich

handelt es sich um ein polynomielles Verfahren. O

Theorem 111. Es gibt einen polynomiellen Algorithmus, der zu einem
gegebenen LP max{ctz|Az < b} mit A € Q™*", c € Q™, b € Q" eine
Optimallésung findet, falls eine solche existiert.

Beweis. Seien a‘zx < b; die Ungleichungen aus Az < b.
Uberpriife zuniichst ob Az < b zuliissig ist. Falls nicht, sind wir fertig.
Sonst fithre folgende Schritte durch:

Ersetze alz < b durch a} = b. Bleibt das System zuldssig, so erhalte die Glei-
chung, anderenfalls entferne die Gleichung. Dies liefert ein zulissiges Gleichungs-
system, dessen Losungen auch Losungen von Az < b sind. Dieses kann mit dem
Gauf3-Verfahren gelost werden.

Durch die Kombination aus primalen und dualen Systems kann sichergestellt
werden, dass es sich um eine Optimallésung handelt:
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Betrachte das System

Jede Losung des erweiterten Systems enthiilt einen Teilvektor x, der einer op-
timale primale Losung ist. Daher geniigt es, das Verfahren auf das erweiterte
System anzuwenden. O

Remark 111.1. Das Verfahren berechnet stets eine Losung aus einer mi-
nimalen Fliche, insbesondere also eine Ecke, falls es sich um ein spitzes
Polyeder handelt (Theorem 44).

Die Laufzeit ist durch O((m +n)7(size(A) + size(b) + size(c))?*) beschriinkt.

8.4 Separation und Optimierung

Problem. In manchen Fillen ist ein LP durch exponentiell viele Nebenbedin-
gungen gegeben.

Example 112. Betrachte das Matching-Problem: Gegeben sei ein unge-
richteter Graph G, gesucht ist eine méglichst grole Menge M < E(G) mit
[0c(v) n M| < 1] fiir alle v e V(G).

ILP-Formulierung;:

s.d. Z e <1 Yo e V(G)
e€dc (v)

z. € {0,1} Yee E(Q)

Die Relaxierung hiervon ist allerdings nicht sonderlich hilfreich. (Betrachte
z.B. die fraktionale Losung, die fiir ein Dreieck fiir jede Kante x, = % setzt.)
Bei der LP-Relaxierung darf man folgende Nebenbedingungen einfiigen:
ul-1
D me < 5 VU < V(H), |U[ungerade
ecE(G[U])

Hierdurch werden einige uninteressante Losungen des relaxierten LP ent-
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fernt. Allerdings fiihrt dies zu einer exponentiellen Anzahl von Nebenbe-
dingungen. Hierfiir kann jedoch ein Separationsorakel angegeben werden.

Betrachte ab jetzt abgeschlossene konvexe Mengen K, fiir die es Zahlen r und
Rit0<r< g gibt, so dass rB™ € K < RB". Solche Mengen heiflen r-R-
sandwiched Mengen.

Wir betrachten das schwache Optimierungsproblem: Zu einer gegebene
Menge K < R", ¢ > 0 und einem Vektor ¢ € Q™ suchen wir ein z € K mit
clz > max{c'z|z € K} —e.

Lemma 113. Sei K < R"™ eine r-R-sandwiched konvexe Menge, ¢ € R™,
§ =sup{c'z|r e K} und 0 < € < §. AuBerdem sei U = {z € K|c'z > § —¢}.

Dann gilt:
c n—1 Tnfli G l
2|c| R n” 2| n

vol(U) = <
Beweis. Ubung O

Theorem 114. Gegeben sei ein Separationsorakel fiir eine r- R-sandwiched
konvexe Menge K < R™ mit Laufzeit polynomiell in size(R), size(r) und
size(x) (wobei z der Eingabevektor fiir das Orakel sei), eine Zahl e > 0 und
einen Vektor ¢. Dann gibt es einen polynomiellen Algorithmus beziiglich
size(R), size(r), size(c), size(e), der einen Vektor v € K mit c'v > sup{c'z|z €
K} — e berechnet.

Beweis. Sei § = sup{c'z|z € K}. Wende die Ellipsoid-Methode auf die Menge
aller fast-optimalen Elemente von K an, also auf {z € K|c'z > § — ¢}. Nach
dem vorigen Lemma kann das Volumen dieser Menge nicht beliebig klein sein.
(Solange wir Punkte in K finden, die nicht fast-optimal sind (erkennbar daran,
dass das Volumen des Ellipsoids noch zu grof} ist), kann ¢ als Normalenvektor
fiir die trennende Hyperebene verwendet werden). O

Definition 115 (Schwaches Separationsorakel). Ein schwaches Separa-
tionsorakel fiir eine konvexe Menge K < R" ist ein Algorithmus, der zu
1

gegebenem z € R™ und n mit 0 < 7 < 5 entweder “x € K” ausgibt oder

einen Vektor v € R™ findet mit v’z < 1 fiir alle z € K und vfz > 1 — 1.

Remark 115.1. In Theorem 114 geniigt ein schwaches Separationsorakel
an Stelle eines Separationsorakels.

Notation 115.2. Fiir K € R" sei K* := {y € R"|y'z < 1Vz € K}.
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Lemma 116. Sei 0 € K < R” konvex und abgeschlossen. Dann ist K** =
K.

Beweis. “2” : Fiir x € K gilt y'z < 1 fiir alle y € K*. Folglich gilt 2 € K**.

“c” : Sei z € R™\K. Sei w € K ein Vektor, sodass |z — w| minimal unter allen
Vektoren in K ist. Sei u := 2 — w. Dann gilt v’z < ulw < ulz fiir alle y € K.

Wegen 0 € K gilt u'w > 0. Nach Skalierung kénnen wir annehmen, dass u‘z > 1
und vtz < 1 fiir ale 2 € K. Es folgt w € K* und ufz > 1, somit ist z ¢ K**. O

Theorem 117. Wenn es einen Algorithmus mit Laufzeit polynomiell in
size(r) und size(R) gibt, der lineare Zielfunktionen {iber einer abgeschlos-
senen konvexen r-R-sandwiched Menge K < R™ maximiert, dann gibt
es ein schwaches Separationsorakel fiir K, dessen Laufzeit polynomiell in
size(r), size(R) und size(n) ist.

Beweis. Sei x € R™ eine Instanz fiir das schwache Separationsorakel. Falls z = 0,
dann ist z € K. Also sei z # 0. Falls |z|| > R, dann wéhle v = %

Bl

Sei nun 0 < |z| < R.
Behauptung 1. Wir kiénnen das (starke) Separationsproblem fiir K* lisen.

Unterbeweis. Sei y € R™. Betrachte das Problem max{y‘z|z € K}. Sei z* eine
Optimallssung. Falls y'z* < 1, so ist y € K*. Anderenfalls ist K* < {z €

R |z*'e < x*'y}. [ |
K* ist eine abgeschlossene % — %—sandwiched Menge. Somit kénnen wir das
schwache Optimierungsproblem fiir K* mit ¢ = HJETH und € = % polynomiell

.. . . . t t
l16sen. Wir erhalten so einen Vektor vy € K* mit favo = max{‘f;—”vw € K*}—4.

Falls ﬁvo > m — %, dann ist vz > 1 — %|z| = 1 —n und vhz < 1 fiir alle
z € K (wegen vy € K*).

Anderenfalls gilt max{H‘"’:Ttva e K*} < m Folglich ist max{zfv|v € K*} < 1

. % Lemma 116
und somit x € K* e K. O

Theorem 118. Sei n € N und c € Q". Sei P € R"™ ein rationales Polytop
und sei zg € P ein Vektor im Inneren von P. Sei T' € N\{0} mit size(zg) <
log(T) und size(z) < log(7T) fiir alle Ecken = von P.

Zu gegebenen n,c, xg, T und einem polynomiellen Separationsorakel fiir P
kann eine Ecke z* von P, in der das Maximum max{ctz|x € P} angenom-
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men wird, in einer Laufzeit gefunden werden, die polynomiell in n, log(T)

und size(c) ist.
Beweis. Siehe Korte und Vygen [2018]

Es gilt auch die Umkehrung:

log(T') und size(y) ist, implementiert werden.

gleichung fiir P finden, die von y verletzt wird.

Beweis. Siehe Korte und Vygen [2018]

9 Innere Punkte Methoden

Theorem 119. Sei n € N und ¢ € Q™. Sei P € R" ein rationales Poly-
top und sei zp € P ein Vektor im Inneren von P. Sei T' € N\{0}, sodass
size(xg) < log(T) und size(z) < log(T) fiir alle Ecken z von P gilt.

Zu gegebenen n, y, xg, T und einem Orakel, welches fiir ein gegebenes
c € Q" eine Ecke z* € argmax{c'z|x € P} von P zuriickgibt, kann ein
Separationsorakel fiir P und y mit einer Laufzeit, die polynomiell in n,

Falls y ¢ P konnen wir in dieser Laufzeit eine facettenbestimmende Un-

Die Ellipsoid-Methode ist lediglich von theoretischem Interesse; die im Folgen-
den beschriebene Innere-Punkte-Methode ist hingegen in Theorie und Praxis

relevant.

Es gibt verschiedene Verfahren, die als “Innere Punkte Methode” bezeichnet
werden. Der folgende Teil orientiert sich an der Darstellung von Mehlhorn und

Saxena (2015) eines Algorithmus von Karmakar (1984).

Wir betrachten ein LP max{c'z|Az < b}. Um die Notation zu vereinfachen

fiigen wir Slack-Variablen s ein und es ergibt sich

max Ct x

sd. Az +s=0»

s=0

Das duale LP ist

min by
sd. Aly =y
y=0
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Im Folgenden nehmen wir an, dass die Spalten von A linear unabhéngig sind
(anderenfalls gibt es redundante Ungleichungen) und dass die Zahl der Zeilen
grofer ist als die Zahl der Spalten (anderenfalls lose das Gleichungssystem und
priife ob die Losung positiv ist).*

Auf Grund des komplementéren Schlupfes (Theorem 28) haben wir eine Opti-
mallésung fiir beide Probleme gefunden, wenn wir Losungen z, s und y finden,
so dass y's = 0. Wir wollen also eine Losung fiir das folgende Problem finden:

Az +s=10 (21)
Aly =c (22)
y's =0 (23)

y=0 (24)
520 (25)
(26)

y's = 0 ist dabei eine nichtlineare Bedingung. Ohne diese Bedingung ist y’s
der Abstand zwischen dem (dualen) Wert der dualen Losung und dem Wert der
primalen Losung, denn

bly — cle = o' Aly + s'y — e = 2'c + s'y — fax = sy

(21) hat genau dann eine Losung, wenn sowohl das primale als auch das duale LP
zulédssig und beschrankt sind. Dies werden wir zunéchst annahmen und spéter
sehen, wie diese Eigenschaft erzwungen werden kann.

Innere-Punkte-Methoden betrachten Vektoren im Inneren des Losungsraumes.
In (21) sind y = 0 und s > 0 die einzigen Ungleichungen, daher werden wir
Losungen z, s,y mit y > 0, s > 0 betrachten.

n
1> 0. p werden wir dabei nach und nach gegen 0 laufen lassen.

2
Die Bedingung y's = 0 ersetzen wir druch o2 := Y\, (M - 1) < 1 fiir ein

Az +s5=0> (27)
Aty =c (28)
O ((Yisi 21
> ( e 1) <7 (29)
i=1
y>0 (30)
s>0 (31)

Die grundlegende Strategie besteht aus drei Teilen

4Das sind die selben Annahmen wie fiir den Simplex-Algorithmus, allerdings fiir die trans-
ponierte Matrix.
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(I) Berechne eine initiale Losung. (Unterabschnitt 9.1)

(IT) Reduziere p um einen konstanten Faktor und passe x,y, s so an, dass zu
diesem neuen p passen. Wiederhole dies bis p klein genug ist.

(ITI) Berechne eine Optimallosung.

9.1 Modifikation des LP und Berechnen einer initialen
Losung

Wir wollen (27) so &ndern, dass wir einfach eine Startldsung berechnen kénnen.
Insbesondere werden hierbei das primale und das duale LP zuldssig gemacht.

Zunichst sorgen wir dafiir, dass das duale LP (17) beschrinkt ist. Nach Theo-
rem 94 existiert, falls (17) beschrinkt ist, ein W e 20(mize(A)tsize(c)) "5 dass
eine Optimallosung y > 0 existiert mit y < W - 1.

Aquivalent dazu kénnen wir nach einem Vektor y = 0 mit 1ty < m und Aty =
¢ suchen (teile alles durch W ). Indem wir 1’y < m durch 1'y < m + 1
ersetzen und eine Slack-Variable y,,+1 = 0 hinzufiigen, erhalten wir das folgende
LP, welches zu (17) dquivalent ist, vorausgesetzt (17) ist beschrénkt:

min bly (32)
1

s.d. Aly = we (33)

'y 4 Y1 = m+1 (34)

y =0 (35)

Ym+1 =0 (36)

Im zweiten Schritt machen wir dieses LP zuléssig: Fiige eine neue Variable y,, 12
ein, sodass das 1 eine zuldssige Losung wird. Sei H eine Konstante, deren Wert
noch zu bestimmen ist.

min b'y + Hypio (37)
sd. Aly + (%c — A'Dypy2 = %c (38)
1y + Ymi1 =0 (39)

Y =0 (40)

Ym+1 =0 (41)

Ym+2 =0 (42)

H soll dabei so grofl gewéhlt werden, dass, falls eine Losung mit y,,42 = 0
existiert, bereits ¥, +2 = 0 in jeder Optimallosung gelten muss.
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Nach Corollary 95 wissen wir, dass eine Konstante [ existiert, so dass, falls
Ym+2 > 0 in einer Optimallosung gilt, auch eine Optimallosung mit Yy, 1o =
9~ Aml(size(A)+size(c) +size(W)) oxistiert. Andererseits ist bty < [b]1(m + 2), daher
ist H := (|bl|1(m + 2) + 1) - 24mi(size(A)tsize(c) +size(W)) aine geeignete Wahl.

(37) ist offensichtlich beschrinkt und zuldssig. Ferner kann aus einer Opti-
mallésung eine Optimallésung von (17) rekonstruiert werden: Sei y1, ..., Ym42
eine solche Optimallosung.

® Ymi2 > 0: (17) ist nicht zuldssig.
® Ymio = 0: (17) ist zuldssig.
— Yms1 > 0: (17) ist beschrinkt.

— Ym+1 = 0 : (17) kann beschrinkt oder unbeschrinkt sein. Ersetze ¢
durch den Nullvektor und 16se das entstehende Problem. Nach dem
Lemma von Farkas ist (17) genau dann beschrénkt, wenn der Wert
einer optimalen Losung des neuen LPs nicht-negativ ist.

Dualisieren von (37) ergibt:

1
max —c'z+ (m+2)xp11

43

i (43)

s.d. Az + Tpt1l+s =b (44)
1

(Wct —1"A)x + Tpit + Smio=H (45)

Tn+1 + Sm+1 =0 (46)

s =0 (47)

Sm+1 =0 (48)

Smi2 =0 (49)

(50)

(S48
(=}

Statt des primal-dualen Paares (14) (17) betrachten wir nun das Paar (37) (43).
Offenbar sind beide LPs zuléssig und beschréankt. Eine Startlosung finden wir

durch y = 1 und « = 0. Ferner wéhlen wir s,,41 = m “+1 = p. Dann muss
Tptl = —fy Sm+2 = H + pund s; = b; — 41 = b; + p sein.

Es ergibt sich

yisi g by
2 Y
Ym+1Sm+1 _1=0
"
Ym+2Sm+2 1= E
u 1%

Folglich ist
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) m+2 Yisi 2 1 ) m )
U=Z(M—J>=ﬂH+Z@

i=1 i=1

Indem wir 1 = 24/H? + 3" | b? wiihlt, wird somit 0% < 7 sicher gestellt. Wegen

K3

w > |b;| folgt ferner s; =b; + >0 firi =1,...,m.
Im Folgenden schreiben wir (37) als
min Ety
s.d. flty =c
y=0
und (43) als
max i
sd. Az +s=1b

s=0

Wir haben somit eine Startlssung p(9), 2(?9), y(©) 50 gefunden fiir

Az +s=10 (51)
Aty =¢ (52)

m+2 5 2
% (1) =5 5
- y>0 (54)
5>0 (55)
(56)

9.2 Reduktion von p

Gegeben eine Losung p®), z(®) 4 (®) (k) fir (51) wollen wir nun eine Lésung
pED) g (k1) g (k1) - g(k41) finden, wobei p**tD) = (1 — §)u® fiir eine 4,
welches nicht von der Lésung abhéngt.

Hierbei werden wir zunéchst annehmen, dass wir exakt rechnen kéonnen und
spéter zeigen, wie Zwischenergebnisse geeignet gerundet werden kénnen.

Schreibe £(*+1) = () 1 f 4(F+1) — (k) 1 g und s*+D = s() 4 h. f, g, seien
dabei relativ klein.

Fiir ein festes pft1 kénnen f, g, h wie folgt bestimmt werden:

Aus (51) folgt Af + h = 0 und A'g = 0. Ferner wollen wir f und % so wihlen,
dass (y™ + g:)(s™ + h;) nache an p*+) liegt. Da (3 + g:)(s¥ + hy) =
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()(k)

Y; + g8, + yz(k)h + gih; und das Produkt g;h; klein ist, fordern wir nur
(k) (k)

Y S+ i s(k) + y(k)h = pktD),

(k)

Wir suchen also f, g, h so dass

iy =0
Af +h = 0
sl(-k)gi + yz(k)hi = M(kH) - ygk)sgk)i =L....m+2

y*) und s(® sind in diesem Kontext konstant. y**1) > 0 und s*+1) > 0 wurden
nicht aufgenomen, wir werden allerdings sehen, dass wir trotzdem positive Werte
erhalten.

Sei f, g, h eine Losung von (57). Nach Konstruktion ist dann
(™ +9) (s™ + h) = (m +2)p*D + g'h

sowie

g'h=—g'Af =0'f =0
Es folgt

k+1

(<(k)+f) W 4 1) @+ g) = @ + )
(A + 1) @D +9)+ (m+ 2utD —#@® + )
(

x(k)+f) Aty®) 4 (m 4 2)pkED — gt (z®) 4 )

= (m + 2+

Lemma 120. (57) hat eine eindeutige Losung.

2 2
(k) (k) (k+1) (k+1)
2 . 2 ) .
Es1sto<k>—\/zm+ —1) unda<k+1>=¢221t (—1) -
m+2
Zz 1 (k+1)

Zu zeigen ist noch, dass y*+1) > 0, s+ > 0 und okt < i

Wir zeigen zunichst, dass o**1 < L fiir eine geeignete Wahl von p(+1).

Lemma 121. (a) Firi=1,...,m + 2 gilt szk) < Lo
v;

i S
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m+2 ygk)s<k) (k)
(b) D1 |1 — L | S oVm+ 2.
Lemma 122. Falls § = —L— (d.h. p*+t) = (1— L)) ), dann gilt

84/ m+2

8v/m+2
U(k-s—l) < %

Lemma 123. y**1D > 0 und s*+1) > 0.
Beweis.

Behauptung 1. ygkﬂ)s(kﬂ) >0 furi=1,...,m+ 2.

%

Unterbeweis. Angenommen y§k+1)s§.k+1) < 0 fiir ein j € {1,...,m + 2}. Dann
ist
2
1 m+2 / (k+1) (k+1) 2 (k+1) J(k+1)
(k+1)\" _ Yi Si o Yj J _
(U ) - Z ( (k+1) 1) > (k+1) =1
i=1 122 ey
im Widerspruch zu Lemma 122 |
Daher sind yi(kﬂ) und sz(-kﬂ) entweder beide positiv oder beide nicht-positiv.
Angenommen ygkﬂ) = yl(k) +¢g; <0, sgkﬂ) = sgk) + h; <0.
Dann folgt wegen sl(-k) > 0 und ygk) > 0, dass

0359 (594 4) 449 (o0 4 ) = 40 4 00D
Jedoch sind sgk), yi(k) und p**Y positiv 4 O

9.2.1 Runden von Zwischenergebnissen

Es muss verhindert werden, dass die Groéfle der Darstellungen von f,g und h
in den Iterationen zu stark steigt. Daher speichern wir statt exakten Werten

(k) 2k () (k)

E 2 ~(k ~(k (k) g(k) _y () o .
yl( ) und sg ) gerundete Werte yz( ) und s,g ), sodass |¥i2i M(,f)/’ | < e fiir
ein ) <e < #ﬁ?é()' Indem wir den Losungraum auf ein Polytop einschréinken,

konnen wir annehmen, dass polynomieller Speicher geniigt, um diese gerundeten
Werte zu speichern.

Wir erhalten

m+2 g(k)ggk) 2 m42 y(k)s(_k) 2 m42 y(k)s(_k) ,
Mol1- o) <> (1= ) + D2 (1- ) + (m + 2)e

i=1 i=1 i=1
m+2 k) (k) 2
Yy, s, 1
< 1—=-= +—
; ( 1) ) 100
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2
() (k)
Daher geniigt eine leicht verbeserte Schranke fiir ZZ’:{Q 1-— yu(i) . Fiir die

Startlésung kann das leicht sichergestellt werden (verinngere p(®) ein wenig).
Beim Berechnen einer neuen Losung stellt dies ebenfalls kein Problem dar, da
da Ungleichung in Lemma 122 leicht verschéirft werden kann.

9.3 Finden einer optimalen L6sung

Im Folgenden wird beschrieben, wie sich eine optimale Lésung zu (51) finden
ldsst. Sei dabei y* eine Optimalldsung von (51) und z*, s* eine Optimallosung
von (51).

Nach Corollary 95 kénnen wir annehmen, dass alle positiven Eintrége von y*
und s* mindestens Grofe 7 fiir ein 5 = 2O (ize(A)+size(b)+5i2e(2) hahen,

Lemma 124. Sei p, z,y, s eine Losung von (51), i € {1,...,m + 2}. Dann
gilt

(a) yi<m =y =0

(b) si < 74(77;7”) — sF=0

Es gibt mehrere Methoden, um einen inneren Punkt zu einer optimalen Losung
zu runden.

9.3.1 Einfache Methode

Sei k groB genug, dass u*) < m Dann ist fiir jedes ¢ bereits ygk) < 74("17+2)

k
oder 55 ) < m.
Sei Zty — ¢ das Teilsystem von Aty = &, welches aus allen Zeilen mit Indizes i

besteht, fiir die sl(»k) < m, d.h. sf =0, gilt. Fiir alle anderen Zeilen wissen

wir bereits, dass y¥ = 0, und kénnen diese daher ignorieren. Falls Zty =C
genau eine Losung hat, konnen wir diese einfach berechnen und erhalten eine
Optimallésung.

Anderenfalls priifen wir, ob yl(ok )

< m fir ein i9 € {1,...,m}. Falls ein
solches existiert, wissen wir, dass es eine Optimallosung mit yf = 0 gibt, kénnen

also Aty = ¢ weiter verkleinern.
Falls kein solches i existiert, stelle sicher, dass Az = b keine Losung besitzt:

Falls es eine Losung gibt, dndere b zu b* ab, indem zu einem Eintrag ein € > 0
addiert wird:

Wihle n linear unabhingige Zeilen von A. Andere b eine einer anderen Zeile um
€. € sie dabei so klein gew&hlt, dass eine optimale Losung des dualen LPs bzgl.
b* stets auch eine optimale Losung des urspriinglichen dualen LP ist.
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¢ kann dabei so gewiihlt werden, dass size(e) polynomiell beschriankt ist: Der
Betrag der Differenz der Kosten zweier optimaler Basislosungen ist 0 oder > 2-L
fiir ein L polynomiell in der Eingabegrofie. Selbes gilt also auch fiir [b'u|, wobei
u die Differenz zweier Basislosungen sei.

Angenommen das initiale duale LP ist zuléssig und beschrankt. Dann kénnen
wir Optimallésungen z*, y*, s* der modifizierte LPs ((37), (43)) berechnen, in-
dem wir Optimallsungen des initialen primalen und dualen LPs kanonisch er-
weitern. Insbesondere setzen wir dabei x, 11 = 0. Dann ist Az* 4+ s* = b*, aber
Az = b* hat keine zuldssige Losung. Folgich muss ein i; € {1,...,m} existieren,
so dass s} > 0, d.h. yi(f) < m = y; = 0. Hiermit konnte eine weitere

duale Variable eliminiert werden.
Spétenstens wenn alle Variablen eliminiert wurden terminiert das Verfahren.

Dieser iterative Prozess lisst sich jedoch effizienter gestalten:

9.3.2 Effizientere Methode

Betrachte erneut die Probleme (51) und (51). Aus Theorem 32 folgt, dass wir die
Indexmenge {1,...,m+2} als Bu N partitionieren kénnen, sodass fiir ¢ € B eine
duale Optimallosung y* mit y* > 0 und fiir 4 € N eine primale Optimalldsung
x*, s* mit s > 0 existiert. Jede Optimallosung kann als Konvexkombination
von Basislosungen geschrieben werden. Daher kann in Lemma 124 fiir jedes 4
nur héchstens einer der Fille y; < W oder s; < m eintreten.
W fiir ein noch zu bestim-
mendes A > 1, so gilt fiir jedes i genau eine der Ungleichungen u - W und

Wenn wir k grof genug wihlen, sodass %) <

8 < m. Hierdurch erhalten wir die Partitionierung {1,...,m+2} = BuN.

Insbesondere ist y; > m fiir alle 7 € B und y; < fiir alle 7 € N.

n
4(m+2)A

Seien Ag und Ay die Teilmatrizen von A mit Zeilen mit Index aus B bzw. aus
N.

Im Folgenden sei | - || die Euklidische Norm, bzw. die davon induzierte Spektral-
norm.

Theorem 125. Sei A = max{y/m + 2| Ap(A5Ap) 1AL |, 1} und k grofl
genug, so dass puF) < W.
Sei Yp eine Diagonalmatrix, deren Zeilen und Spalten iiber B indiziert
werden, so dass Yp; ; = yi(k) und

dy = YBAB(A%(YB)2AB)_1A§Vy](\’IC)

und yp = Ypd, + ygf)
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Dann gilt:
(a) Apgp =¢
(b) fldyl <1

(c) §€R™2 (§p mit zusitzlichen Eintrigen 0 fiir Indizes aus N ) ist eine
Optimallésung.

Beweis. (a) Es ist A% (Ypd, + ygf)) = Aﬁvyg\l;) + Afgygf) = C.
(b)
ldy |l = [Y5AR(A%L(Y5)2A) " ALy
= |[Y5Ap(A%L(Ys)?Ap) ™ ALYpY5  Ap(AlAp) ™ Ayl
= |[YpAp(A%(Y5)?Ap) P ALYE| Y5 Ap(AL Ap) 1ALy

=1

— — k
< Y5 - |As(ApAs) " ANl Juil
—— —— A

-

4(m+2) <-4 nvm+2
S S Umtz2 <I(m+2)A
<1

(¢) Nach (a) gilt A*j = ¢ und nach (b) wissen wir, dass §p > 0, folglich ist
gy = 0. Daher ist § zuldssig. Ferner wissen wir, dass eine zuléssige primale
Losung existiert, in der s; = 0 fiir alle ¢ € B. Nach Theorem 28 ist y daher
eine optimale Losung des dualen LP.

O

Theorem 126. Gegeben ein zuléissiges und beschrénktes lineares Pro-
gramm min{b'y|ly’A = c',y > 0} mit A € Q™*", b € Q™ und ¢ € Q"
berechnet die Innere-Punkte-Methode eine optimale Lésung in polynomi-
eller Zeit. Ferner entscheidet der Algoritmus korrekt, ob ein LP beschréinkt
und zuléssig ist.

10 Ganzzahlige lineare Programmierung

Durch Ganzzahligkeitsbedingungen kénnen weitere Bedingungen modelliert wer-
den, die mit linearer Programmierung nicht ausgedriickt werden kénnen. Bei-
spielsweise reicht es, fiir einige Variablen Bedingungen der Form z € {0,1} zu-
zulassen (Bindre Lineare Programmierung) um folgendes auszudriicken:

o (zzavyz=b Arz,y=0
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o ze{sy,...,s}

Wir haben bereits gesehen, dass NP-schwere Optimierungsprobleme als (ge-
mischt) ganzzahlige lineare Programme geschrieben werden kénnen, somit kénnen
wir nicht hoffen, einen linearen Algorithmus fiir dieses Problem zu finden.

10.1 Ganzzahlige Polyeder
Definition 127. Sei P = {z € R"|Az < b} ein Polyeder. Wir nennen

P; == conv{z € Z"| Az < b} die ganzzahlige Hiille (integer hull) von P.

Definition 128. Ein Polyeder P heifit ganzzahlig, wenn P = Py.

Definition 129. Ein Polyeder P € R" heifit rational, wenn es A € Q"
und b € Q™ mit P = {z € R"|Az < b} gibt.

Warning. Fin rationales Polyeder enthdlt i.A. nicht nur rationale Vektoren.
Insbesondere ist der Begriff auch nicht analog zum Begriff eines ganzzahligen
Polyeder. Der Begriff ist somit irgendwie irrefiihrend und man sollte ihn viel-
leicht lieber nicht verwenden. Das gelingt uns hier allerdings nicht.

Observe. e Fiir rationale polyedrische Kegel ist C; = C, denn ein polyedri-
scher Kegel ist genau dann rational, wenn er von einer endlichen Anzahl
ganzzahliger Vektoren aufgespannt wird.

e Pr ist nicht notwendigerweise ein Polyeder.
e Falls P ein Polytop ist, so ist P; ein Polyeder, da dann P n Z" endlich

18t.

Lemma 130. Seien P, Q Polyeder. Dann ist Pr + Q; < (P + Q);.

Beweis. Ubung O

Theorem 131. Es sei P = {x € R"|Az < b} ein rationales Polyeder, d.h.
Ae Q™" be Q. Dann ist P; ein Polyeder.

Beweis. Sei P = {z € R"|Az < b} rational. Wir kénnen P schreiben als P =
conv(V) + cone(E), wobei V,E < R™ endlich sind (Theorem 55). Aus dem
Beweis wird auch klar, dass fiir rationale Polyeder V, E < Q" gewihlt werden
konnen.

Somit kénnen wir nach Skalierung sogar annehmen, dass E = {y1,...,ys} S Z"™.

Definiere
B = {2 Ayil0 < A < 1}
i=1
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Behauptung 1. P; = (conv(V) + B); + cone(E).

Unterbeweis. “Pr < (conv(V') + B)r + cone(E)”.

Sei p € P nZ™. Dann ist p = ¢ + ¢ fiir ein ¢ € conv(V) und ein ¢ = >7_, p;y; €
cone(FE), wobei p; = 0..
Es gilt
c= 2wy = Y (i — )y + X sl i
i=1 i=1 i=1
—_— —
eB econe(E)NZ"

Folglich kann ¢ = b+ ¢ fiir b € B, € cone(E) n Z™ geschrieben werden. Somit
istp=(q+b)+c. Esistgq+beconv(V)+ Bundg+b=p— €Z"

“Pr 2 (conv(V) + B) + cone(E) ”.
Es ist
(conv(V') + B); + cone(E) < P + cone(E)
= Pr + (cone(E))y
C (P +cone(E))r
iy

Hieraus folgt das Theorem, da conv(V') + B ein Polytop und daher (conv(V) +
B) polyedrisch ist.

O

Remark 131.1. In diesem Fall kann man ganzzahlige Optimierung l6sen,
indem man Ecklosungen von P; betrachtet. Das Problem dabei ist jedoch,
dass Pr u.U. eine wesentlich hohere Komplexitét als P besitzt.

Theorem 132. Sei P = {z € R"|Az < b} mit A € Q™*", b e Q™, sodass
Pr # . Sei c e R™.

Dann ist max{c'z|z € P} genau dann beschrinkt, wenn max{c‘z|z € Pr}
beschrénkt ist.

Beweis. “ =" klar.

“ «<=" Angenommen max{c'z|z € P} ist unbeschrinkt.
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Dann ist das duale LP min{b’y|y*A = ¢,y > 0} unzulissig. Nach dem Lemma
von Farkas (Theorem 23) existiert ein Vektor z mit ¢’z < 0, Az > 0.

Das LP min{c’z : Az > 0,-1,, < z < 1,} ist daher zuliissig und hat eine
Optimallésung mit negativem Wert. Sei x* eine rationale Optimallssung. Nach
Multiplikation von z* mit dem Hauptnenner erhalten wir einen Vektor w € Z™
mit Aw >0, cfw < 0.

Fiir jedes v € Py und k € N gilt v — k- w € P;. Somit ist max{c‘z|z € Pr}
unbeschrinkt. O

10.2 Ganzzahlige Losungen von Gleichungssystemen

Goal. Finde ein Zertifikat dafiir, dass ein Gleichungssystem keine ganzzahlige
Lésung hat.

Definition 133. Eine mxn-Matrix A ist in Hermitescher Normalform,
wenn sie in der Form A = [B 0] geschrieben werden kann, wobei B eine
regulédre nicht-negative untere Dreiecksmatrix ist, sodass in jeder Zeile von
B der Diagonaleintrag der grofite Eintrag ist.

Die folgenden Modifikationen von Matrizen heiflen elementare unimodulare
Spaltenoperationen:

e Vertausche zwei Spalten
e Multipliziere eine Spalte mit —1

e Addiere ein ganzzahliges Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Theorem 134. Jede Matrix A € Q™*™ mit Rang m kann durch eine
Folge von unimodularen Spaltenoperationen in eine Matrix in Hermitescher
Normalform gebracht werden.

Beweis. O.B.d.A. sei A ganzzahlig. Wir nehmen an, dass A bereits in eine Ma-
trix ( G ]g) transformiert wurde, wobei F' eine linke untere Dreiecksmatrix
mit positiver Diagonale ist.

Die erste Zeile von H habe die Eintréage hi1, ..., h1x. Wende elementare unimo-
dulare Spaltenoperationen an, sodass alle h;; nicht-negativ sind und Z?:l hij
so klein wie moglich ist.

Auflerdem sei hi1 = hia > ... = hyi. Dann ist h1; > 0 (da A Rang m hat) und
hiz = ... = hyr = 0. Am Ende erhalten wir eine Matrix [B 0], wobei B eine
linke untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale ist.

Bezeichne die Eintrége von B mit b;;,4,j € {1,...,n}. Fithre zum Schluss fiir
1= 2,...,m die folgenden Schritte durch:
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Fiir j = 1,...,i—1 addiere ein ganzzahliges Vielfaches der i-ten Spalte zur j-ten
Spalte von B, sodass b;; nicht-negativ und kleiner als b;; ist. O

Wir bekommen fiir ganzzahlige Losbarkeit das folgende Analogon zu Farkas:

Corollary 135. Sei A € Q™*™ und b € Q™. Dann hat Az = b genau dann
eine ganzzahlige Losung x, wenn b'y € Z fiir jedes y € Q™ mit Ay e Z".

Ein Zertifikat dafiir, dass Az = b nicht ganzzahlig l6sbar ist, ist somit ein Vektor
y € Q™, sodass Aty € Z", bty ¢ Z.

Beweis. “ = 7 Wenn z € Z" mit Az = b und y*!A € Z" ist, dann ist
y'A . =ylbeZ.
—_—
A €Z
“«=" Es sei bty ganzzahlig fiir jedes y € Q™, fiir das A’y ganzzahlig ist.
Dann muss Az = b zuléssig sein, denn sonst gébe es nach Farkas einen Vektor
ye Q™ mit y*A =0und y'b = —1.
Wir kénnen annehmen, dass A Rang m hat, indem wir redundante Gleichungen

entfernen.

Die Aussage des Korollars gilt genau dann fiir A, wenn sie fiir eine Matrix A gilt,
die aus A durch Anwendung von elementaren unimodularen Spaltenoperationen
hervorgeht. (Ay ist ganzzahlig, genau dann wenn Ay ganzzahlig ist).

0.B.d.A. sei A in Hermitescher Normalform A = [B 0]. Esist B-'A = B~1[B0] =
[I, 0] eine ganzzahlige Matrix. Nach Voraussetzung (angewandt auf die Zeilen
von B~1) ist daher B~1b ganzzahlig.

Wegen [B 0] (BO b> = b ist der Vektor z := <BO b

von [B 0]z = b. O

> eine ganzzahlige Losung

10.3 TDI-Systeme

Theorem 136. Sei P = {z € R"|Az < b} wobei A € Q™*" und b € Q™.
Dann sind dquivalent:

(a) P ist ganzzahlig.
(b) Jede Flidche von P enthélt mindestens einen ganzzahligen Vektor.

(¢) Jede minimale Fliche von P enthlélt mindestens einen ganzzahligen
Vektor.

(d) Jede Stiitzhyperebene von P enthilt mindestens einen ganzzahligen
Vektor.
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(e) Jede rationale Stiitzhyperebene von P enthélt mindestens einen ganz-
zahligen Vektor.

(f) max{c'z|x € P} wird fiir jeden ganzzahligen Vektor ¢, fiir den das
Maximum endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

(g) max{ctxz|x € P} ist fiir jeden ganzzahligen Vektor ¢, fiir den das Maxi-
mum endlich ist, ganzzahlig.

Beweis. o (b) < (¢), (b) = (d), (d) = (e), (fY) = (g) klar.

e (a) = (b) Sei P ganzzahlig. Sei F' = P n H eine Fliche von P,
wobei H = {z € R"|c'z = &} eine Stiitzhyperebene von P sei. Dabei sei
§ = max{ctz|x € P}. Jedes z € F ist Konvexkombination von ganzzahligen
Vektoren vy,...,v; € P. Falls v; € P\V, so gilt cfv; < §. Somit muss
mindestens eines der v; bereits in F' liegen.

e (¢c) = (f): Die Menge der Optimallésungen enthélt immer eine mini-
male Fliche.

e (f) = (a): Angenommen es gelte (f), aber P % Pr. Dann gibt es
ein z* € P\P;. Da P rational ist, ist P; ein Polyeder. Es gibt daher eine
Ungleichung a’x < 3, die von den Vektoren in Py, aber nicht von z* erfiillt
wird. 4 zu (f), da max{a‘z|z € P} endlich ist (Theorem 132)

e (¢) = (c): Wir konnen annehmen, dass A,b ganzzahlig sind. Sei
F = {z € R"|A’x = b’} eine minimale Fliche von P, wobei A’z < ¥V
ein Teilsystem von Az < b sei. Wenn es keinen ganzzahligen Vektor x mit
A’z = V' gibt, dann gibt es nach Corollary 135 einen rationalen Vektor
y, sodass ¢ := (A’)'y ganzzahlig ist, wihrend § := y'b’ nicht ganzzahlig
ist. Wir kénnen annehmen, dass alle Eintrédge von y positiv sind (sonst
addiere einen geeigneten ganzzahligen Vektor zu y ).

Die Menge H = {z € R"|c'z = §} enthilt daher keinen ganzzahligen
Vektor.

Behauptung 1. Hn P=F
Unterbeweis. Nach Konstruktion gilt F' < H. Sei x € H n P. Dann ist

ytA'z = ctox = § = y'b'. Es folgt y*(A’x — V') = 0. Weil alle Eintriige von
y positiv sind, folgt A’z =0 = xz € F. |

e (9) = (e): Sei H = {x € R"|c'z = §} eine rationale Stiitzhyperebene
von P mit max{c'z|r € P} = 4.

Angenommen H enthilt keinen ganzzahligen Vektor. Nach Corollary 135
existiert ein v > 0 mit v-ce Z",vy -6 ¢ Z.

Dann ist max{(ye)tz|z € P} = v - max{ctz|r € P} = v-§ ¢ Z im Wider-
spruch zu (g).
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O

Definition 137. Ein Ungleichungssystem Az < b heifit volstindig-dual-ganzzahlig®
totally dual integral (TDI), wenn das LP min{b'y|A'y = ¢,y > 0} fiir

jeden ganzzahligen Vektor ¢, fiir den das LP zuléssig ist und beschrankt

ist, eine ganzzahlige Optimallésung hat.

%Dieser Begriff wird nie verwendet

Warning. TDI zu sein ist eine Figenschaft eines Ungleichungssystems, nicht
eines Polyeders.

Theorem 138. Seien A € Q"*™ und b € Z", sodass Ax < b TDI ist. Dann
ist das Polyeder P = {x € R"|Az < b} ganzzahlig.

Beweis. Wenn Ax < b TDI ist, dann ist min{b'y|Aly = ¢,y > 0} fiir jeden
Vektor ¢ € Z", fiir den das Minimum endlich ist, eine ganze Zahl (da b ganzzahlig
ist). °

Auf Grund der Dualitéit ist max{ctx|Az < b} fiir jeden Vektor ¢ € Z", fiir den
das Maximum endlich ist, eine ganze Zahl. Mit der Implikation (¢9) = (a)
aus Theorem 136 folgt die Aussage. O

Theorem 139 (Hinzufiigen redundanter Ungleichung). Wenn Az < b TDI
ist und a’z < B fiir jedes x € R™ mit Az < b erfiillt ist, dann ist das System
Az < b,a'xz < 8 auch TDL.

Beweis. Sei Az < b TDI und a'z < 8 wie im Satz.

Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor, fiir den das LP min{b’y + Sy|Aly + va = ¢,y >
0,v > 0} zuldssig und beschrénkt ist.

Dann ist

min{b'y + Bvy|A'y + va = ¢,y = 0,7 = 0}
max{c'z|Az < b,a'z < B}

=  max{c'z|Ax < b}
Dualitéit

Dualitét

min{b'y|A'y = ¢,y > 0}

Das letzte LP hat eine ganzzahlige Optimallosung y*. Zusammen mit v* = 0
liefert das eine ganzzahlige Optimallosung des ersten LPs. O

5 Achtung: Aus TDI folgt nur, dass der Losungsvektor ganzzahlig ist. Um zu zeigen, dass
der Losungswert ganzzahlig ist, wird die Ganzzahligkeit von b bendtigt.
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Theorem 140 (Ungleichung durch Gleichung ersetzen). Wenn Az < b,
atz < B TDI ist und a ganzzahlig, dann ist Az < b,a’z = 8 TDI.

Beweis. Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor, fiir den

max{c'z|Ar < b,a'r = B} (57)
= min{b'y + BA — )|y = 0, A\, 1 = 0, A’y + (A — p)a = ¢} (58)
endlich ist.°

Seien z* und y*, A\*, u* eine primale und eine duale Optimallosung. Sei ¢ =
¢+ [1*] a. Dann ist

max{¢'z|Ar < b,a'z < B} (59)

= min{b'y + BAly = 0,A = 0, A'y + \a = &} (60)

endlich, weil * eine zuldssige Losung des Maximierungsproblems und y* und
A + [p*] — p* eine zuldssige Losung des Minimierungsproblems ist.

Da Az < b,a'z < B TDI ist, hat das letzte Minimierungsproblem eine ganzzah-

lige Optimallésung g, A.

Behauptung 1. y =g, A = A, w = [p*] ist eine ganzzahlige Optimallésung
fiir das Minimierungsproblem in (58).

Unterbeweis. Die Losung ist offenbar zuléssig, denn

Aty 4+ Xa — pa = AG+ da—[p*la=c

&

Die Kosten sind

b+ B [u*]) = ' + B — B[u*]
< bty* +ﬁ()\* + {’u*] _N*) _B[U*]
=b'y* + BN — p*)
wobei die Ungleichung gilt, da y*, \* + [u*] eine zulédssige Losung des Minimie-
rungsproblemes in (60) ist. |

Insbesondere hat das Minimierungsproblem eine ganzzahlige Optimallésung, da-
her ist Az < b,a’x = 8 TDL

O

SHier wird vor dem Dualisieren die Gleichung durch zwei Ungleichungen ersetzt.
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Definition 141. Eine endliche Menge {v1, . .., v;} von Vektoren heifit Hilbert-
Basis, wenn jeder ganzzahlige Vektor in cone({vy, . .., v:}) als nicht-negative
ganzzahlige Linearkombination von vy, ..., v; geschrieben werden kann.

Theorem 142. Jeder rationale polyedrische Kegel wird durch eine ganz-
zahlige Hilbert-Basis erzeugt.

Beweis. Sei C' ein rationaler polyedrischer Kegel. Dann wird C' von rationalen
Vektoren by, ..., by erzeugt.

O.B.d.A. seien by, ..., b, ganzzahlig. Definiere
k
H:=7"A {Z AibilVi: 0< )\ < 1}
i=1

H ist offenbar endlich.”
Behauptung 1. H ist eine Hilbert-Basis, die C erzeugt.

Unterbeweis. Wegen {b1,...,br} € H < C gilt C' = cone(H).

Sei b ein ganzzahliger Vektor in C'. Dann gibt es nichtnegative Zahlen uq, ..., ux
mit b = Zle ibi, also

k k
b= (Z [4:] bi) + Z (i — |pi]) bi

Der Vektor A .
b— (Z i bi) = Z(Mz — [pi])bi

ist ganzzahlig und ein Element von P, wegen 0 < p; — | ;] < 1 also ein Element
von H. Folglich kann b als nicht-negative ganzzahlige Linearkombination von
Elementen aus H geschrieben werden.

O

Notation 142.1. Fiir ein Ungleichungssystem Ax < b und eine Fliche
F von {x € R"|Az < b} heifit eine Zeile von A aktiv (in F'), wenn die
zugehorige Ungleichung in Az < b von allen Vektoren x € F' mit Gleichheit
erfillt wird.

"Vergleiche den Beweis von Theorem 131.
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Theorem 143. Ein zuléssiges, rationales Ungleichungssystem Ax < b ist
genau dann TDI, wenn fiir jede minimale Fliche F von P := {z € R"|Ax <
b} die Zeile von A, die in F' aktiv sind, eine Hilbert-Basis bilden.

“

Beweis. = ” Sei Az < b TDI. Sei I eine minimale Fliache von P und seien
ai,...,a; die Zeilen von A, die fiir F' aktiv sind.

Zu zeigen ist, dass {a1,...,a;} eine Hilbert-Basis bildet.

Sei ¢ ein ganzzahliger Vektor in cone{ay, ..., a;}). Das Maximum der Gleichung

max{c'z|Ar < b} = min{b'y|A'y = c,y = 0} (61)

wird von jedem x € F' angenommen.

Da Ax < b TDI ist, hat das duale LP eine ganzzahlige Optimallésung y. Aus
dem komplementire Schlupf (Theorem 28) folgt, dass die Eintrige von y, die
zu Zeilen von A gehoren, welche fiir F' nicht aktiv sind, 0 sind. ¢ ist daher

eine ganzzahlige nicht-negative Linearkombination von aq,...,a;. Folglich ist
ai,...,a; eine Hilbert-Basis.
“ <=7 Angenommen es bilden die aktiven Zeilen von A fiir jede minimale

Fliache F' eine Hilbert-Basis.
Sei ¢ € Z™ ein Vektor, fiir den die Optima in (61) endlich sind.

Zu zeigen ist, dass das Minimum von einem ganzzahligen Vektor angenommen
wird.

Sei F eine minimale Fliache von P, sodass von jedem Vektor in F' das Maximum
in (61) angenommen wird.

Seien aq, ..., a; die in F' aktiven Zeilen von A. Mit dem komplementéren Schlupf
folgt, dass c € cone{ay,...,at}.

Nach Annahme ist {a1, ..., a;} eine Hilbert-Basis. Daher gibt es A1,..., A\ € Zxg
mit ¢ = Zzzl Aiai. (A1,..., ) kann mit Nullen zu einem Vektor y € Z™ mit
y =0, Aly = c und bly = xt Aty fiir alle x € F erweitert werden.

Dieses y ist somit eine ganzzahlige Optimallésung. O

Theorem 144. Ein rationales Ungleichungssystem Az < 0 ist genau dann
TDI, wenn die Zeilen von A eine Hilbert-Basis bilden.

Beweis. In der Minimalfliche von {z € R"|Az < 0} ist die 0 enthalten und alle
Zeilen sind aktiv. Mit Theorem 143 folgt die Aussage. O
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Theorem 145 (Giles und Pullyblank). Fiir jedes rationale Polyeder P <
R™ gibt es ein rationales TDI-System Az < b mit A€ Z™*" und P = {x €
R™ Az < b}. Der Vektor b kann genau dann ganzzahlig gew#hlt werden,
wenn P ganzzahlig ist.

Beweis. Es sei 0.B.d.A. P # (. Sei F' eine minimale Fliche von P. Fiir eine
Darstellung P = {flsc < l~)} sei Cp der von den in F aktiven Zeilen von A erzeuge
Kegel (Cp ist unabhiingig von der Wahl von A, denn Cp = {c € R*|Vz € F ¢!z =
max{c'z|z € P}}).

Sei ay, ..., a; eine ganzzahlige Hilbert-Basis, die Cr erzeugt. Wahle xy € F' und
definiere 3; := alwg fiir i = 1,...,¢t. Es ist §; = max{alz|z € P} (i =1,...,1).

Sei S das Ungleichungssystem alz < f1,...,alx < B;. Alle Ungleichungen in
Sr werden von jedem Element aus P erfiillt.

Sei Az < b die Vereinigung aller Systeme Sg iiber alle minimalen Flichen F
von P.

Esist P € {z € R"|Az < b}. Falls * € R™\P, dann gibt es eine Stiitzhyperebene
von P, die * von P trennt, und diese Stiitzhyperebene beriihrt P in einer mini-
malen Fliache F'. In dem zugehorigen Ungleichungssystem Sp wird mindestens
eine Ungleichung verletzt 4 Folglich ist P = {z € R"|Ax < b}. Nach Konstruk-
tion ist Az < b TDI nach Konstruktion, da die Sg stets eine Hilbert-Basis
bilden.

Falls P ganzzahlig ist, so konnen alle 8; ganzzahlig gewahlt werden, indem xq
ganzzahlig gewéhlt wird.

Wegen Theorem 138 gilt andererseits b e Z™ — P = Py. O

Fiir das primal-duale Paar max{c'z|Az < b} = min{b'y|Aly = ¢,y > 0} wis-
sen wir, dass wenn beide Optima endlich sind, das Minimierungsproblem eine
Optimallgsung y mit héchstens rank(A) von 0 verschiedenen Eintréigen besitzt.
Wenn wir ganzzahlige Losungen mit Az < b TDI und b ganzzahlig suchen, so
ist das nicht Notwendigerweise der Fall: Betrachte z.B. A = (_23), b= (8)
und ¢ = (1). Fiir volldimensionale Losungsriume erhalten wir dennoch eine
Schranke fiir die Anzahl an von 0 verschiedenen Eintrégen:

Theorem 146. Sei Az < b ein TDI-System mit A € Z™*™ so dass dim({z €
R™| Az < b}) = n. Sei c € Z"™, so dass

max{c'z|Azr < b} = min{b'y|A'y = ¢,y > 0}

endlich sind. Dann hat das Minimierungsproblem eine ganzzahlige Opti-
mallgsung y mit hochstens 2r — 1 positiven Eintréigen, wobei r := rank(A).
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Beweis.

Behauptung 1. Sei{a,...,a;} S Z™ eine Hilbert-Basis, so dass C = cone({a, . ..,a:})
ein spitzer k-dimensionaler Kegel ist. Dann ist jeder ganzzahlige Vektor c €

C nicht-negative ganzzahlige Kombination von hdchstens 2k — 1 Vektoren aus
Aly...,0¢.

Unterbeweis. Seien A1, ..., \; so gewéhlt, dass

t t
max{Z AilA1, o A = 05 = Z)‘iai}
i=1

i=1

angenommen wird. Da C spitz ist, ist das Maximum endlich (das duale LP
min{c'y|y'a; > 1 Vi€ {1,...,t}}. Wir kénnen annehmen, dass hchstens k der
A; von 0 verschieden sind.

Definiere

d=c— Z [A\i] @i = Z()\z —|Ai])a;

Dann ist ¢’ ein ganzzahliger Vektor in C' und kann folglich als ¢’ = Z§=1 i
fiir ganzzahlige p; > 0 geschrieben werden.

Da Ay, ..., A eine Optimallosung war, und w1 +|A1], . . ., g+ | \it] eine zuléssige
Losung ist, ist 22:1 i + ] < 22:1 A; und daher

¢ ¢ ¢
Zuiéz)\i—zp\i]<k
i=1 i-1 im1

denn hochstens k der \; sind von 0 verschieden. Daher sind héchstens k — 1 der
w; von 0 verschieden und mit

(il + pa) @i

t
c =
1=

folgt die Aussage. |

Behauptung 2. Falls nun P := {x € R"| Az < b} volldimensional ist, dann
muss ein von den fir eine minimale Fliche F von P aktiven Zeilen von A
erzeugter Kegel spitz sein.

Unterbeweis. Anderenfalls wére ein Paar v, —v im Kegel enthalten. Folglich
wiirden sich Ungleichungen v’z < 8; und —vtz < B als nicht-negative Li-
nearkombinationen von Ungleichungen aus Ax < b, welche zu aktiven Zeilen
gehoren, schreiben lassen. Fiir x € F gilt dann vz = §; und —vlz = B, daher
B = —f und somit P < {z € R"|v'z = 31} im Widerspruch zur Annahme, dass
P volldimensional ist. u
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Nach Theorem 143 folgt, dass die aktiven Zeilen fiir eine minimale Fliche F <
argmax{c'z| Az < b} eine Hilbert-Basis bilden. O

10.4 Vollstdndig unimodulare Matrizen

Definition 147. Eine m x n -Matrix A mit Rang m heiit unimodular,
wenn A € Z™*™ und det(B) € {—1, 1} fiir alle reguléiren m x m-Teilmatrizen
B von A.

Observe. Fine quadratische unimodulare Matriz hat eine ganzzahlige Inverse
(Carmersche Regel).

Definition 148. Eine Matrix A heiit vollstindig unimodular (totally
unimodular, TU), wenn jede Unterdeterminante von A (d.h. jede Determi-
nante von quadratische Untermatrizen von A ), 0, —1 oder 1 ist.

(Insbesondere sind alle Eintrége 0, —1 oder 1).

Observe. A ist genau dann vollstindig unimodular, wenn [I,, A] unimodular
15t.

Theorem 149. Sei A vollstindig unimodular und sei b ein ganzzahliger
Vektor. Dann ist das Polyeder P = {z € R"|Az < b} ganzzahlig.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jede minimale Fldche F' von P einen ganz-
zahligen Vektor enthélt.

Jede minimale Fliche von P kann als F = {# € R"| A’z = b/} geschrieben
werden, wobei A’z < b’ ein Teilsystem von Az < b ist.

0.B.d.A. hat A’ vollen Zeilenrang. Nach Vertauschen von Spalten kénnen wir
A’ = [U V] fiir eine Matrix U mit det(U) € {—1, 1} annehmen.

U~y
Es ist ( 0 ) ein ganzzahliger Vektor in F. U

Theorem 150. Sei A € Z™*" eine Matrix mit Rang m. Dann ist A genau
dann unimodular, wenn fiir jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder {x €
R™| Az = b,z > 0} ganzzahlig ist.

Beweis. “ =" Sei A unimodular und b ein ganzzahliger Vektor.

Sei 2’ eine Ecke von {x € R"|Az = b,z > 0}. (Polyeder in Standart-Gleichungsform
sind spitz). Dann gibt es n linear unabhéngige Ungleichungen in Az < b,
—Azr < —b, —I,xz <0, die von 2’ mit Gleichheit erfiillt werden. Die Spalten von
A, die zu Nicht-Null-Eintrigen von z’ gehoren, sind linear unabhiingig. Diese
Spaltenmenge kann zu einer reguléren m x m Untermatrix B von A erweitert
werden.
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Die Einschrankung von ' auf Koordinaten, die zu B gehéren ist B~'b. Wegen
det(B) € {—1,1} ist B'b ganzzahlig. Alle anderen Eintrige von z’ sind 0,
folglich ist ' ganzzahlig.

“ <=7 Angenommen {x € R"|Az = b,z > 0} ist fiir jeden ganzzahligen Vektor

b ganzzahlig.
Sei B eine regulidre m x m-Untermatrix von A.
Zu zeigen: det(B) € {—1,1}.

Nach der Cramer’schen Regel geniigt es zu zeigen, dass B~'u fiir jeden ganz-
zahligen Vektor u ganzzahlig ist.

Sei u ein ganzzahliger Vektor. Sei y ein ganzzahliger Vektor mit z := y+ B~ lu >
0. Dann ist b := Bz ganzzahlig.

Ergéinze z mit Nullen zu einem Vektor 2’ mit Az’ = Bz = b.

2z ist ein zuldssige Basislosung von Az = b. Folglich ist es eine Ecke von {z €
R™ Az = b,z = 0}. Daher ist 2’ ganzzahlig und somit auch z. Insbesondere ist
B~'u = z — y ganzzahlig. O

Theorem 151 (Hoffman und Kruskal). Eine ganzzahlige Matrix A ist
genau dann TU, wenn fiir jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder {x €
R"| Az < b,z > 0} ganzzahlig ist.

Beweis. A ist genau dann TU, wenn [I,, A] unimodular ist.

Sei b ein ganzzahliger Vektor. Die Ecken von {x € R"|Az < b,x > 0} sind genau
dann ganzzahlig, wenn die Ecken von {z € R™*"|[I,,, A]z = b,z > 0} ganzzahlig
sind.

Die Aussage folgt daher aus Theorem 150. O

Theorem 152. Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann vollstdndig uni-
modular, wenn fiir alle ganzzahligen Vektoren b und ¢ die Optima fiir beide
Seiten der Dualitdts-Gleichung

max{c'z|Az < b,z > 0} = min{d’ | A’y > ¢,y > 0}

von ganzzahligen Vektoren angenommen wird (wenn beide Optima existie-
ren).

Beweis. Folgt direkt aus Theorem 151, denn A ist genau dann TU, wenn A?
TU ist. O
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Corollary 153. Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Az < b,z > 0 fiir jeden Vektor b TDI ist.

Beweis. “ = ” Wenn A TU ist, dann ist A* TU. Aus Theorem 151 folgt, dass
{y € R™|A'y > ¢,y > 0} fiir jeden ganzzahligen Vektor ¢ ganzzahlig ist, d.h.
min{b'y|Aly > ¢,y > 0} fiir jeden Vektor b und jeden ganzzahligen Vektor c,
fiir die das Minimum endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen
wird.

Folglich ist Ax < b,z > 0 fiir jeden Vektor b TDI.

“«= 7 Essei Ar < b,z > 0 fiir jeden Vektor b TDI. Dann ist das Polyeder {z €
R™ Az < b,z = 0} fiir jeden ganzzahligen Vektor b ganzzahlig. Mit Theorem 151
folgt, dass A TU ist. O

Theorem 154 (Ghouila-Houri). Eine Matrix A = (aij)i;l,__,7m € Z™M*™ ist

Jj=1,....,n
genau dann TU, wenn es fiir jede Menge R < {1,...,n} Mengen R, Rs
mit R = Ry u Ry gibt, sodass fiir jedes ¢ € {1,...,m} gilt:

Z Qg5 — Z ;5 € {—1,0,1}

JjeRy JER>

“

Beweis. “ => 7 Sei A vollstindig unimodular und R € {1,...,n}. Definiere

d € {0,1}" durch d; = [i € R]. Da A TU ist, ist auch [ —A | TU. Wegen
L,
Theorem 151 ist das Polytop

1 1
P:={reR"Ax < {214(4 JAz > {2AdJ ,x <d,z >0}

ganzzahlig. Wegen %d € P ist P # (J. Sei z eine ganzzahlige Ecke von P. Dann
gilt fiir jedes i € {1,...,m}:

=z 1< 1 1<
j;@ijzj < L > aijdj“ <3t3 E aijd;
sowie

n 1 1 1
Z aij25 = 3 Z ai;d; | = —3 + 3 ai;d;
=1

Folglich ist
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Definiere Ry := {j|d; — 2z; = 1}, Ry = {j|d; — 2z; = —1}.

“ R

—

Angenommen fiir jedes R < {1,...,n} gibt es Ry, Ro mit den geforderten Ei-
genschaften.

Behauptung 1. Jede k x k-Untermatriz von A hat Deterimiante € {—1,0, 1}

Unterbeweis. Induktion nach k. & = 1 ist klar.

Sei k > 1 und die Aussage fiir alle k" < k bereits gezeigt. Sei B = (bij); jeq1,....k}
eine Untermatrix von A. (Eigentlich miissten das Doppelindices sein, der Ein-
fachheit halber gehen wir davon aus,, dass ...

0.B.d.A. sei B regulir. Nach der Cramer’schen Regel ist jeder Eintrag von B~}

in der Form iitt((g)), wobei B’ aus B entsteht, indem eine Spalte durch einen

Einheitsvektor ersetzt wird.

det(B’) ist die Determinante einer (k—1) x (k—1) Untermatrix von A (Entwickle
nach der Spalte, die durch den Einheitsvektor ersetzt wurde). Insbesondere ist
nach Induktionsannahme det(B’) € {—1,0, 1}.

Insbesondere sind alle Eintriige von B* := (det(B))B~* in {—1,0,1}. Sei b* die
erste Spalte von B*. Es ist

Bb* = det(B)e;

Definiere R = {j € {1,...,k}[b} # O}. Fiir i € {2,...,k} ist 0 = (Bb*); =
2jer bijb}. Folglich ist [{j € R[b;; # 0}| gerade.

Sei R = Ry 1 Ry sodass 3, g bij — X5cp, bij € {—1,0,1} fiir allei = 1,... k.

Fir i = 2,...,k ist die Anzahl der von 0 verschiedenen Summanden gerade,
d.h. ZjeRl bij — ZjeR2 bi; = 0.

Da B reguléir ist, ist };cp b1j — Xjeg, bij # 0, d-h. Element von {—1,1}.
(Anderefalls wéren die Spalten linear abhéingig.)

Fiir z € {—1,0,1}F mit x; = [j € R1] — [j € R2] gilt Bx € {e1, —e1}. Folglich
ist b* = det(B)B~ley € {det(B)z, — det(B)z}. b* und z sind vom Nullvektor
verschiedene Vektoren mit Eintrdgen —1,0, 1. Folglich ist det(B) = +1. |

O

10.5 Anwendung: Inzidenzmatrizen

Definition 155. Die Inzidenzmatrix eines Graphen G ist die Matrix
Ac = (v,e)vev(G),ecE(G), WObei a, . = [v € e] im ungerichten Fall, bzw.

Uy (z,y) = [V = x] — [v = y] im gerichteten Fall.
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Beweis. klar O

Theorem 156. Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist ge-
nau dann TU, wenn G bipartit ist.

Beweis. trivial O

Corollary 157. Max-Flow und Min-Cost-Flow Probleme bei ganzzahligen
b-Werten und Kapazitdten haben immer eine ganzzahlige Losung.

Corollary 158 (Konig). In einem bipartiten Graphen ist die Grofie ei-
ner minimalen Knoteniiberdeckung gleich der Grofle eines maximalen Mat-
ching ist.

Beweis. Das Problem, ein maximales Matching zu finden, kann wie folgt als LP
formuliert werden:

max 1° B(G)T

s.d. z € {0,1}E(®

Agr < Ly(g)
Das Duale des relaxierten LP ist:

min ]l@-(G)y + ]le(G)z
s.d Agy + = E(G)

=21
y=0
220

Die ist eine Relaxierung der LP-Formulierung des Problemes, eine minimale
Knoteniiberdeckung zu finden. Da G bipartit ist, ist Ag TU (Theorem 156)
und mit Theorem 152 folgt die Aussage.

O
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