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Dies sind meine Notizen zur Vorlesung “Lineare und ganzzahlige Optimierung”,
die im Sommersemester 2022 von Dr. Ulrich Brenner an der Universität
Bonn gehalten wurde.

Warning. Dies ist kein offizielles Skript.

Diese Mitschrift enthält sicherlich einige Fehler. Ich freue mich bei gefundenen
Fehlern1 oder anderweitigen Verbesserungsvorschlägen immer über eine Mail an
lecturenotes@jrpie.de.

0.1 Voraussetzungen

Es wäre gut, EDM gehört zu haben.

1 Übersicht

Example 1 (Wichtige Anwedung). Ein Bauer hat 10ha Land, auf dem er
Mais oder Weizen anbauen kann. 1ha Mais bringt 2 Einheiten Geld ein,
1ha Weizen hingegen 3 Einheiten Geld.

Tabelle 1: Benötigte Ressourcen
Mais Weizen

Arbeit 1 Tag 3 Tage
Wasser 5 2

Es stehen 16 Arbeitstage und 40 Einheiten Wasser zur Verfügung. Ziel ist
es, die Einnahmen zu maximieren.

Modellierung: x :“ Fläche mit Mais, y :“ Fläche mit Weizen.

Maximiere 2x ` 3y

so dass

x ` y ď 10

x ` 2y ď 16

5x ` 2y ď 40

x, y ě 0

Graphische Lösung:

1auch Rechtschreibfehlern und ähnlichen Kleinigkeiten
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Es ergibt sich eine optimale Lösung von px, yq “ p4, 6q.

In der Vorlesung werden wir

• Probleme als Lineare Programme modellieren

• Die Struktur der Lösungen untersuchen

2 Lineare Programme

Definition 2 (Optimierungsproblem). Ein Optimierungsproblem ist
ein Paar pI, fq aus einer Menge I und einer Zielfunktion f : I Ñ R.

Elemente von I heißen zulässige Lösungen von pI, fq.

Falls I “ H, so heißt pI, fq unzulässig, anderenfalls heißt pI, fq zulässig.

Wenn pI, fq ein Maximierungsproblem ist, dann suchen wir ein x˚ P

argmaxxPI fpxq. Das Problem heißt beschränkt, wenn es ein k P R gibt,
sodass fpxq ď k für alle x P I gilt. Anderenfalls heißt das Problem unbe-
schränkt.

Analoges definieren wir für Minimierungsprobleme.

Observe. Unzulässige Optimierungsprobleme sind beschränkt.

Definition 3 (Lineare Optimierungsprobleme). Ein lineares Optimie-
rungsproblema ist ein Optimierungsproblem der folgenden Form:

Gegeben eine Matrix A P Rmˆn, Vektoren c P Rn, b P Rm.
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Gesucht ist ein Vektor x P Rn mit Ax ď b, der ctx maximiert.

aAus historischen Gründen auch lineares Programm (LP)

Observe. Es handelt sich um ein Optimierungsproblem mit I :“ tx P Rn|Ax ď

bu, fpxq :“ ct ¨ x.

Notation 3.1. Schreibweise für lineares Programme:

max ctx

s.d. Ax ď b

Diese Form heißt Standard-Ungleichungsform.

Kürzer, aber missverständlich: maxtctx|Ax ď bu bezeichnet manchmal
auch das Maximierungsproblem, unter Umständen aber auch einfach nur
das Maximum.

Notation 3.2. Wir schreiben immer A “ pai,jqiPt1,...,mu

jPt1,...,nu

und c als c “

¨

˚

˝

c1
...
cn

˛

‹

‚

“ pc1, . . . , cnq. Alle Vektoren sind Spaltenvektoren (außer er wird

explizit transponiert).

Es bezeichne In die Einheitsmatrix. Für Matrizen A,B bezeichne ferner
rA|Bs die Konkatenation der Matrizen.

Example 4 (Beispiel aus der Einleitung).

max p2, 3q

ˆ

x
y

˙

s.d.

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 1
1 2
5 2

´1 0
0 ´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

ˆ

x
y

˙

ď

¨

˚

˚

˚

˚

˝

10
10
40
0
0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

Observe. Minimierungsprobleme können auch modelliert werden:

min ctx

s.d. Ax ď b

ist offenbar äquivalent zu
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max ´ctx

s.d. Ax ď b

Außerdem sind auch Nebenbedingungen der Form

n
ÿ

j“1

aijxj ě bi

möglich (da äquivalent zu ´
řn

j“1 aijxj ď ´bi ). Insbesondere kann auch Gleich-
heit gefordert werden.

Warning. Strikte Ungleichungen dürfen nicht gefordert werden!

Notation 4.1 (Standard-Gleichungsform).

max ctx

s.d. Ax “ b

x ě 0

Beide Standartformen können ineinander überführt werden:

• Gleichungsform ; Ungleichungsform:

Ersetze Ax “ b durch Ax ď b und ´Ax ď ´b und x ě 0 durch ´Inx ď 0

• Ungleichungsform ; Gleichungsform:

Sei (P):

max ctx

s.d. Ax ď b

ein LP in Standard-Ungleichungsform.

Ersetze jede Variable xi durch zwei Variablen zi, zi. Für jede der Unglei-
chungen in Ax ď b führen wir eine Slackvariable (deutsch auch Schlupf-
variable) x̃i ein.

Sei z “ pz1 . . . , znq, z “ pz1, . . . , znq, x̃ “ px̃1, . . . , x̃mq. Betrachte (P’):

max ctpz ´ zq

s.d. rA| ´ A|Ims

¨

˝

z
z
x̃

˛

‚“ b

¨

˝

z
z
x̃

˛

‚ě 0
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Die Nebenbedingung ist offenbar äquivalent zu Az ´ Az ` x̃ “ b. Jede
Optimallösung x von (P) lässt sich in eine Optimallösung von (P’) um-
wandeln:

Setze zj :“ maxtxj , 0u, zj :“ ´mintxj , 0u, x̃i :“ bi ´
řn

j“1 aijxi.

Jede Optimallösung z, z, x̃ von (P’) lässt sich in eine Optimallösung von
(P) umwandeln: Setze x “ z ´ z.

Observe. Bei der Umwandlung der Standard-Ungleichungsform in die Standard-
Gleichungsform erhöht sich die Zahl der Dimensionen, aus einer m ˆ n-Matrix
wird eine m ˆ p2n ` mq-Matrix. Allerdings hat der Lösungsraum eine bessere
Struktur: Sie sind immer spitz, siehe Example 48.

Mögliche Ergebnisse für ein LP

• unzulässig (I “ H) (infeasible)

• zulässig und unbeschränkt (feasible but unbounded)

• zulässig und beschränkt (feasible and bounded)

In diesem Fall exsitiert eine Optimallösung. Diese kann in polynomieller
Zeit berechnet werden, wie wir im Verlauf der Vorlesung sehen werden.

Example 5.

max mintctx ` d, etx ` fu

s.d. Ax ď b

A P Rmˆn, c, e P Rn, b P Rm, d, f P R

kann wie folgt als LP modelliert werden

max σ

s.d. σ ´ ctx ď d

σ ´ etx ď f

Ax ď b

Example 6.

min |ctx ` d|

s.d. Ax ď b
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lässt sich als LP formulieren als

max ´σ

s.d. ´σ ´ ctx ď d

´σ ` ctx ď ´d

Ax ď b

Die Nebenbedingungen sind äquivalent zu σ ě maxtctx ` d,´ctx ´ du “

|ctx ` d|.

Definition 7 (Ganzzahliges lineares Programm). Ein Problem der Form

max ctx

Ax ď b

x P Zn

heißt ganzzahliges lineares Programm (GLP).

Warning. Ein ganzzahliges lineares Programm ist kein lineares Programm.
Das Lösen ganzzahliger linearer Programme ist NP-schwer, lineare Program-
me können hingegen in polynomieller Zeit gelöst werden.

Oft fordert man nur für einen Teil der Einträge von x Ganzzahligkeit. Dies be-
zeichnet man dann als gemischt-ganzzahliges lineares Programm (MILP).

2.1 Modellierung von Optimierungsproblemen als (MI)LPs

Definition 8. Sei G ein gerichteter Graph mit Kapazitäten u : EpGq Ñ

Rą0 und s, t Knoten von G. Ein zulässiger s ´ t-Fluss in pG, uq ist eine
Abbildung f : EpGq Ñ Rą0 mit

• f ď u

• ∆f pvq :“
ř

ePδ`
Gpvq

fpeq ´
ř

ePδ´
Gpvq

fpeq “ 0 für alle v P V pGqzts, tu

Der Wert eines s ´ t-Fluses ist valpfq :“ ∆f psq.

Problem (Maximum-Flow-Problem). Gegeben sei ein gerichteter Graph G mit
Kapazitäten u und Knoten s ‰ t P V pGq.

Gesucht ist ein s ´ t-Fluss mit maximalem Wert.

LP-Formulierung:
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max
ÿ

ePδ`
Gpsq

xe ´
ÿ

ePδ´
G

xe

s.d. xe ě 0 @e P EpGq

xe ď ue @e P EpGq

∆f pvq “ 0@v P V pGqzts, tu

Problem (Bottleneck-Maximum-Flow-Problem mit 2 Quellen). Gegeben sei ein
gerichteter Graph G, Kapazitäten u und drei Knoten s1, s2, t P V pGq.

Finde eine Abbildung f : EpGq Ñ Rě0 mit

• fpeq ď upeq @e P EpGq

• ∆f pvq “ 0 @v P V pGqzts1, s2, tu

sodass mint∆f ps1q,∆f ps2qu maximiert wird.

Idea. Verwende die LP-Formulierung von Maximum-Flow und Example 5.

Andere Probleme lassen sich hingegen als ILP, aber (vermutlich) nicht als LP
formulieren:

Problem (Vertex Cover). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G mit Gewich-
ten c : V pGq Ñ Rě0.

Gesucht ist eine Menge X Ď V pGq mit tv, wu X X ‰ H für alle e “ tv, wu P

EpGq, so dass cpXq minimal ist.

Dieses Problem ist NP-schwer und kann daher (vermutlich) nicht als LP formu-
liert werden. Als ILP ist dies hingegen möglich:

min
ÿ

vPV pGq

xvcpvq

s.d. xv ` xw ě 1 @tv, wu P EpGq

xv P t0, 1u @v P V pGq

Dabei steht xv “ 1 dafür, dass v P X. Insbesondere folgt, dass ganzzahlige
lineare Programmierung NP-schwer ist.

Durch Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingungne erhalten wir das folgende LP:

min
ÿ

vPV pGq

xvcpvq

s.d. xv ` xw ě 1@tv, wu P EpGq

xv ě 0 @v P V pGq

xv ď 1 @v P V pGq
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Dieses LP wird als LP-Relaxierung bezeichnet. In diesem Fall liefert uns die
Relaxierung eine 2-Approximation des Vertex Cover Problemes: Für jede Lösung
x des relaxierten Problemes erhalten wir eine ganzzahlige Lösung x̃ durch

x̃v :“

#

x : xv ě 1
2

0 : xv ă 1
2

Bei einem Minimierungsproblem kann das Relaxieren den Wert einer optimalen
Lösung offenbar nur verkleinern. Das Supremum des Verhältnisses des Wertes
einer optimalen Lösung eines ILP und seiner Relaxierung bezeichnen wir als
integrality gap der Relaxierung.

Für die vorige Formulierung von Vertex Cover haben wir bereits gezeigt, dass
die integrality gap höchstens 2 ist. Für die andere Abschätzung betrachte den
vollständigen Graphen mit c ” 1.

Problem (Stable Set Problem). Gegeben sei ein ungerichteter Graph G mit
Gewichten c : V pGq Ñ Rě0.

Gesucht wird eine Menge X Ď V pGq mit |tv, wu X X| ď 1 für alle e “ tv, wu P

EpGq, welche cpXq maximiert.

Auch dieses Problem kann als ILP formuliert werden:

max
ÿ

vPV pGq

xvcpvq

s.d. xv ` xw ď 1 @tv, wu P EpGq

xv P t0, 1u @v P V pGq

Die LP-Relaxierung liefert hier jedoch keine sinnvollen Ergebnisse. Selbst wenn
G “ Kn ist, kann xv “ 1

2 für alle v gesetzt werden, folglich ist die integrality

gap mindestens n
2

nÑ8
ÝÝÝÑ 8.

2.2 Polyeder

Definition 9. Sei X Ď Rn. X heißt konvex, wenn für alle x, y P X, t P

r0, 1s auch tx ` p1 ´ tqy P X.

Definition 10. Seien x1, . . . , xk P Rn, sowie λ1, . . . , λk ě 0 mit
ř

i λi “ 1.
Dann heißt x “

ř

i λixi Konvexkombination von x1, . . . , xk.

Die konvexe Hülle convpXq ist die Menge X Ď Rn aller Konvexkombi-
nationen von Mengen von Vektoren aus X.
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Remark 10.1. Die konvexe Hülle ist die inklusionsminimale konvexe Men-
ge, welche X enthält.

Definition 11. Sei X Ď Rn.

(a) X heißt Halbraum (half-space), falls ein a P Rnzt0u und ein b P R
existiert, so dass X “ tx P Rn|atx ď bu. Der Vektor a heißt Norma-
lenvektor von X.

(b) X heißtHyperebene (hyperplane), wenn es einen Vektor a P Rnzt0u

und ein b P R gibt, sodass X “ tx P Rn|atx “ bu. a heißt dabei Nor-
malenvektor von X.

(c) X heißt Polyeder (polyhedron), wenn es eine Matrix A P Rmˆn und
ein b P Rm gibt, sodass X “ tx P Rn|Ax ď bu.

(d) X heißt Polytop (polytope), wenn es ein Polyeder ist und es eine
Zahl K P R gibt, sodass }x} ď K für alle x P X gilt.

Example 12. H “ tx P Rn|0x ď ´1u ist ein Polytop. Rn “ tx P Rn|0x ď

0u ist ein Polyeder, aber kein Polytop.

Observe. Polyeder sind konvex und abgeschlossen.

Lemma 13. Eine Menge X Ď Rn ist genau dann ein Polyeder, wenn eine
der beiden folgenden Bedingungen gilt:

• X “ Rn

• X ist der Schnitt von endlich vielen Halbräumen.

Beweis. “ ðù ” trivial.

“ ùñ ”

Sei X “ tx P Rn|Ax ď bu. Falls X “ H, so ist X “ tx P Rn|1t
nx ď ´1u X tx P

Rn|´1
t
nx ď ´1u Anderenfalls können wir annehmen, dass A keine Zeile enthält,

die der Nullvektor ist.

Dann ist X “
Ş

itx P Rn|aix ď biu, wobei ai die Zeilen von A seien.

Definition 14. Die Dimension einer Menge X Ď Rn ist

dimpXq :“ n ´ maxtrankpAq|A P Rnˆn, Ax “ Ay@x, y P Xu

Observe. Eine äquivalente Definition ist, dass dimpXq “ d, wobei d maximal
ist, so dass es v0, v1, . . . , vd P X gibt, für die v1´v0, . . . , vd´v0 linear unabhängig
sind.
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Definition 15. Eine Menge X Ď Rn heißt konvexer Kegel (convex
cone), wenn X ‰ H und für alle x, y P X und λ, µ P Rě0 gilt: λx`µy P X.

Observe. H ‰ X Ď Rn ist genau dann ein konvexer Kegel, wenn X konvex ist
und x P X,λ ě 0 ùñ λx P X.

Definition 16. X Ď Rn heißt polyedrischer Kegel (polyhedral cone)
wenn X ein Polyeder und ein konvexer Kegel ist.

Lemma 17. Eine Menge X Ď Rn ist genau dann ein polyedrischer Kegel,
wenn es eine Matrix A P Rmˆn gibt, sodass X “ tx P Rn|Ax ď 0u.a

aWir fordern, dass H kein konvexer Kegel ist, um dieses Lemma zu ermöglichen.

Beweis. “ ðù ” klar.

“ ùñ ” Sei X Ď Rn ein polyedrischer Kegel. Dann ist X “ tx P Rn|Ax ď bu für
eine Matrix A und einen Vektor b. Wegen 0 P X gilt bj ě 0 für alle Einträge.
Folglich ist X Ě tx P Rn|Ax ď 0u.

Angenommen es existiert x P X, sodass pAxqi ą 0. Dann ist λpAxqi ą bi für
hinreichend groß gewähltes λ.  .

Daher ist schon X “ tx P Rn|Ax ď 0u.

Notation 17.1. Es seien x1, . . . , xm P Rn Vektoren.

Der von x1, . . . , xm erzeugte Kegel ist

coneptx1, . . . , xmuq :“

#

m
ÿ

i“1

λixi|λi ě 0

+

Ein konvexer Kegel C heißt endlich erzeugt, wenn es endlich viele Vek-
toren x1, . . . , xm P Rn gibt, sodass C “ coneptx1, . . . , xmuq.

Observe. coneptx1, . . . , xmuq ist tatsächlich ein konvexer Kegel.

Wir werden sehen, dass ein konvexer Kegel genau dann polyedrisch ist, wenn
dieser endlich erzeugt ist (siehe Theorem 52).

3 Dualität
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Example 18 (Dualität).

pP qmax 12x1`10x2

s.d. 4x1 `2x2 ď 5

8x1`12x2 ď 7

2x1 ´3x2 ď 1

Es ist

12x1 ` 10x2 “ 2p4x1 ` 2x2q `
1

2
p8x1 ` 12x2q ď 13.5

Somit haben wir eine obere Schranke gefunden.

Allgemeiner Ansatz Finde u1, u2, u3 P Rě0, sodass

12x1 ` 10x2 “ u1 ¨ p4x1 ` 2x2q ` u2 ¨ p8x1 ` 12x2q ` u3 ¨ p2x1 ´ 3x2q

Dann ist 5u1 `7u2 `u3 eine obere Schranke für den Wert jeder Lösung von
(P). Wir wollen u1, u2, u3 also so wählen, dass 5u1 ` 7u2 ` u3 minimiert
wird.

Es ergibt sich das zugehörige duale LP:

min 5u1 `7u2 `u3

s.d. 4u1 `8u2 `2u3 “ 12

2u1 `12u2 ´3u3 “ 10

Definition 19 (Duales LP). Für das lineare Programm (P)

max ctx

s.t. Ax ď b

in Standard-Ungleichungsform ist das duale lineare Programm (D)
definiert als

min btz

s.t. Aty “ c

c ě 0

In diesem Zusammenhang heißt (P) dann auch primales LP.

Observe. Alle Arten von LPs lassen sich dualisieren, wenn man sie erst in
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Standard-Ungleichungsform schreibt.

Das duale LP hängt von der Zielfunktion und von der Beschreibung des linearen
Programmes ab. Hinzufügen redundanter Ungleichungen ändert das duale LP.

Remark: 19.1. Wird das duale LP wieder dualisiert, so ergibt sich ein
LP, das äquivalent zum primalen LP ist:

Sei maxtctx|Ax ď bu das primale LP. Dann ist das duale LP

mintbty|Aty “ c, y ě 0u “ max

$

&

%

btz|

¨

˝

At

´At

Im

˛

‚z ď

¨

˝

c
´c
0

˛

‚

,

.

-

Das hierzu duale LP ist

max

$

&

%

pc,´c, 0q

¨

˝

x`

x´

x̃

˛

‚|
`

A ´A Im
˘

¨

˝

x`

x´

x̃

˛

‚“ 0, x`, x´, x̃ ě 0

,

.

-

Eine Lösung dieses Systems entspricht einer Lösung des ursprünglichen pri-
malen LPs, indem x :“ x` ´x´ definiert wird, die x̃ sind Schlupfvariablen.

Theorem 20 (Schwache Dualität). Wenn die Ungleichungssysteme Ax ď b
und ytA “ c, y ě 0 beide eine Lösung haben, dann gilt:

maxtctx|Ax ď bu ď mintbty|Aty “ c, c ě 0u

Beweis. Für x mit Ax ď b und y mit Aty “ c, y ě 0 gilt ctx “ ytAx ď ytb.

3.1 Fourier-Motzkin-Elimination

Goal. Finde ein Zertifikat dafür, dass ein Ungleichungssystem Ax ď b keine
Lösung hat.

Die Fourier-Motzkin-Elimination ist ein extrem ineffizientes Verfahren um
zu entscheiden, ob ein LP eine Lösung hat.
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Example 21.

3x `2y `4z ď 10

3x `2z ď 9

2x ´y ď 5

´2x ď 4

2y `2z ď 7

Wir wollen die Variable x eliminieren. Das System ist äquivalent zu

x ď
10

3
´
2

3
y ´

4

3
z

x ď 3 ´
2

3
z

x ď
5

2
`
1

2
y

x ě ´3 `2y ´z

x ě ´2

2y `2z ď 7

Die ist offenbar genau dann zulässig, wenn das folgende System eine Lösung
hat:

min

"

10

3
´

2

3
y, 3 ´

2

3
z,

5

2
`

1

2
y

*

ě max t´3 ` 2y ´ z,´2u

2y ` 2z ď 7

10

3
´
2

3
y ´

4

3
z ě ´3 `2y ´z

10

3
´
2

3
y ´

4

3
z ě ´2

3 ´
2

3
z ě ´3 `2y ´z

3 ´
2

3
z ě ´2

5

2
`
1

2
y ě ´3 `2y ´z

5

2
`
1

2
y ě ´2

2y `2z ď 7
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Dieses kann wieder in Standardform umgewandelt werden.

Eigenschaften des neuen Systems:

• Es gibt eine Variable weniger

• Das neue System ist genau dann zulässig, wenn das alte es war

• Jede neue Ungleichung ist nicht-negative Linearkombination von Un-
gleichungen des alten Systems.

Iteriere diese Schritte und entferne alle Variablen.

Remark 21.1. Im Allgemeinen ist dieses Verfahren sehr ineffizient, da die
Anzahl der Ungleichungen in jedem Schritt quadratisch steigen kann.

Notation: 21.2. Für A P Rmˆn sei NpAq die Zahl der Spalten, die keine
Nullvektoren sind.

Theorem 22 (Fourier-Motzkin-Elimination). Sei A P Rmˆn mit NpAq ą

0, b P Rm. Dann gibt es Ã P Rm̃ˆn und b̃ P Rm̃ mit NpÃq ă NpAq und
m̃ P Opm2q, sodass

(a) Jede Ungleichung in Ãx ď b̃ ist eine positive Linearkombination von
Ungleichungen aus Ax ď b.

(b) Das System Ax ď b ist genau dann lösbar wenn Ãx ď b̃ lösbar ist.

Beweis. Sei A “ pai,iq1ďiďm
1ďjďn

. O.B.d.A. sei die erste Spalte von A nicht der

Nullvektor. Zerlege die Menge t1, . . . ,mu wie folgt in disjunkte Mengen U,L,N
:

U :“ ti P t1, . . . ,mu|ai,1 ą 0u

L :“ ti P t1, . . . ,mu|ai,1 ă 0u

N :“ ti P t1, . . . ,mu|ai,1 “ 0u

O.B.d.A. sei |ai,1| “ 1 für i P U Y L (nach Skalierung). Für Vektoren ãi “

pai,2, ai,3, . . . , ai,nq und x̃ “ px2, . . . , xnq nehmen wir die folgenden Ungleichun-
gen in Ãx ď b̃ auf:

0x1 `ãtix̃ `ãtkx̃ ď bi ` bk i P U, k P L

0x1 `ãtl x̃ ď bl l P N

Diese bilden zusammen das neue Ungleichungssystem. ; Jede dieser |U | ¨ |L|

Ungleichungen ist Summe von 2 Ungleichungen aus Ax ď b.

3 DUALITÄT 17



Die erste Spalte von Ã ist 0. Alle Spalten von A, die nur 0 enthalten, entsprechen
Nullvektoren in Ã. Jede Lösung von Ax ď b ist auch eine von Ãx ď b̃, da es sich
um Linearkombinationen handelt.

Sei x “ px1, . . . , xnq eine Lösung von Ãx ď b̃. Sei x̃ “ px2, . . . , xnq. Setze x1
1 auf

einen Wert i Intervall

rmaxtãtkx̃ ´ bk|k P Lu,mintbi ´ ãtix̃|i P Uus

Diese ist nach Wahl unseres Ungleichungssystem offenbar nicht leer. Folglich ist
x1 “ px1

1, x2, x3, . . . , xnq eine Lösung von Ax ď b.

Theorem 23 (Lemma von Farkas). Für A P Rmˆn und b P Rm hat das
System Ax ď b genau dann eine Lösung, wenn es keinen Vektor u P Rm

mit u ě 0, utA “ 0t und utb ă 0 gibt.

Remark 23.1. “Das folgt aus dem Lemma von Farkas- ist in LGO fast
immmer eine korrekte Antwort.

Beweis. “ ùñ ” Falls Ax ď b u P Rm, u ě 0, utA “ 0t, utb ă 0, dann gilt

0 “ utAx ď utb ă 0 

“ ðù ”

Annahme: Ax ď b hat keine Lösung. Sei Ap0q :“ A, bp0q :“ b. Falls N
`

Ap0q
˘

‰ 0,

wende Fourier-Motzkin-Elimination (Theorem 22) auf Ap0qx ď bp0q an.

Erhalte Ap1qx ď bp1q, das ebenfalls nicht lösbar ist, wobei NpAp1qq ď NpAp0qq,
sodass jede Zeile von Ap1qx ď bp1q nicht-negative Linearkombination von Zeilen
in Ap0qx ď bp0q ist. Iteriere, bis ein (ebenfalls unlösbares) System Apkqx ď bpkq

gefunden wird, in dem NpApkqq “ 0. Da Apkqx “ 0, gibt es einen Index i, so

dass b
pkq

i ă 0.

Sei a
pkq

i “ 0 die entsprechende Zeile von Apkq. Dies ist eine nicht-negative Li-
nearkombination von Zeilen aus Apk´1qx ď bpk´1q und damit nicht-negative
Linearkombination von Zeilen aus Ap0qx ď bp0q.

Folglich existiert u P Rm mit u ě 0, utA “ a
pkq

i “ 0, utb “ b
pkq

i ă 0.

Theorem 24 (Lemma von Farkas, allgemeinster Fall). FürA P Rm1ˆn1 , B P

Rm1ˆn2 , C P Rm2ˆn1 , D P Rm2ˆn2 , a P Rm1 und b P Rm2 hat genau eines
der beiden folgenden Systeme eine Lösung:
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System 1:

Ax `By ď a

Cx `Dy “ b

x ě 0

System 2:

utA ` vtC ě 0t

utB ` vtD “ 0t

u ě 0

uta ` vtb ă 0

Remark 24.1. Der einfache Fall (Theorem 23) ergibt sich, indem man sich
auf B und a beschränkt. Es genügt, sich den einfachen Fall zu merken.

Beweis. Das erste System ist äquivalent zu

Ax`By ď a

Cx`Dy ď b

´Cx´Dy ď ´b

´In1
x ď 0

Nach dem (einfachen) Lemma von Farkas (Theorem 23) hat dieses System genau
dann eine Lösung, wenn das folgende System keine Lösung hat:

ut
1A `ut

2C ´ut
3C ´ut

4 “ 0t

ut
1B `ut

2D ´ut
3D “ 0t

ut
1a `ut

2b ´ut
3b ď 0

u1 ě 0

u2 ě 0

u3 ě 0

u4 ě 0

Wir setzen u :“ u1, v :“ u2 ´ u3 und entfernen u4, indem wir aus der ersten
Gleichung eine Ungleichung machen.
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Corollary 25 (Weitere Varianten von Farkas). Sei A P Rmˆn,b P Rm.
Dann gilt:

(a) Es existiert x P Rn, x ě 0 mit Ax “ b genau dann, wenn kein u P Rm

mit utA ě 0t und utb ă 0 existiert.

(b) Es existiert x P Rn mit Ax “ b genau dann, wenn kein u P Rm existiert
mit utA “ 0t und utb ă 0.

Beweis. Folgt aus Theorem 24, indem nur die Matrix C, bzw. nur die Matrix
D verwendet wird.

Remark 25.1 (Trennende Hyperebene). Für Aussage (a) in Corollary 25
gibt es eine geometrische Interpretation:

Seien a1, . . . , an die Spalten von A. Das System hat genau dann eine
Lösung, wenn b P conepta1, . . . , anuq.

Das Zertifikat entspricht einer Hyperebene, die b von conepta1, . . . , anuq

trennt.

3.2 Starke Dualität

Theorem 26 (Starke Dualität). Für zwei lineare Programme

max ctx pP q

s.d. Ax ď b

und

min bty pDq

s.d. Aty “ c

y ě 0

gilt genau eine der folgenden Aussagen:

• pP q und pDq sind beide unzulässig.

• Eines ist unbeschränkt und das andere ist unzulässig.

• Beide sind zulässig. Dann haben beide eine Optimallösung und für
jede Optimallösung x̃ von pP q und ỹ von pDq gilt:

ctx̃ “ btỹ

Beweis. Offenbar kann nur einer der Fälle eintreten. Wenn eines der LPs unbe-
schränkt ist, muss auf Grund der schwachen Dualität (Theorem 20) das andere
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unzulässig sein.

Angenommen eines der LPs ist zulässig und beschränkt. O.B.d.A. sei dies pP q.

Dann hat das System
Ax ď b

eine Lösung und es existiert B P R, sodass

Ax ď b

´ctx ď ´B

keine Lösung besitzt.

Nach dem Lemma von Farkas (Theorem 23) existiert daher ein u P Rm und ein
z P R, sodass utA ´ zct “ 0t und btu ´ zB ă 0 Hierbei ist z ą 0, denn z “ 0
widerspräche der Lösbarkeit von Ax ď b.

Sei ũ :“ 1
zu. Dann ist Atũ “ c und ũ ě 0. Somit ist ũ eine Lösung von pDq.

Daher ist pDq zulässig. Auf Grund der schwachen Dualität (Theorem 20) ist
pDq beschränkt.

Zu zeigen ist noch, dass es Lösungen x von pP q und y von pDq gibt, sodass
ctx ě bty. (ď folgt schon aus Theorem 20)

Das ist genau dann der Fall, wenn das folgende System lösbar ist:

Ax ď b

Aty “ c

´ctx `bty ď 0

y ě 0

Nach Farkas ist das genau dann der Fall, wenn das folgende System keine Lösung
hat:

utA ´wct “ 0

vtAt `wbt ě 0

utb `vtc ă 0

u ě 0

w ě 0

Angenommen es gäbe eine solche Lösung u, v, w.

Wir unterscheiden zwei Fälle:
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• w “ 0. Dann wären u, v bereits ein Zertifikat dafür, dass

Ax ď b

Aty “ c

y ě 0

nicht lösbar ist  .

• w ą 0. Dann ist

0 ą wutb ` wvtc ě utp´Avq ` vtpAtuq “ 0 

Remark 26.1. Theorem 26 zeigt insbesondere, dass für ein zulässiges,
beschränktes LP maxtctx|Ax ď bu ein Vektor x̃ mit Ax̃ ď b existiert, so
dass ctx̃ “ suptctx|Ax ď bu.

Remark 26.2. Mit Theorem 26 kann man zeigen, dass das Finden einer
beliebigen Lösung eines LPs genau so schwer ist, wie das Berechnen einer
optimalen Lösung: Betrachte zum Lösen des Programmes pP q das folgende
Programm:

max ctx

s.d. Ax ď b

Aty “ c

ctx ě bty

y ě 0

Wegen Theorem 26 ist jede zulässige Lösung dieses LPs bereits eine opti-
male Lösung.

Corollary 27. Seien A,B,C,D,E, F,G,H, I Matrizen und a, b, c, d, e, f
Vektoren passender Dimension, so dass

¨

˝

A B C
D E F
G H I

˛

‚ eine m ˆ n- Matrix ist und

¨

˝

a
b
c

˛

‚ ein Vektor der Länge m sowie

¨

˝

d
e
f

˛

‚ ein Vektor der Länge n ist.

3 DUALITÄT 22



Dann ist

max

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

dtx ` ety ` f tz |

Ax `By `Cz ď a
Dx `Ey `Fz “ b
Gx `Hy `Iz ě c
x ě 0

z ď 0

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

“

min

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

atu ` btv ` ctw |

Atu `Dtv `Gtw ě d
Btu `Etv `Htw “ e
Ctu `F tv `Itw ď f
u ě 0

w ď 0

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

sofern beide Mengen nicht leer sind.

Beweis. Transformiere das LP in Standardungleichungsform und wende Theo-
rem 26 an.

3.3 Übersicht Dualisierung

Tabelle 2: Primales und duales LP

(P)
(D) zulässig,

beschränkt
zulässig,

unbeschränkt
unzulässig

zulässig, beschränkt ✓
zulässig, unbeschränkt ✓
unzulässig ✓ ✓

Tabelle 3: Dualisierung
primal dual

Variablen x1, . . . , xn y1, . . . , ym
Matrix A At

RHS b c
Zielfunktion max ctx min bty
Nebenbedingungen

řn
j“1 aijxj ď bi yi ě 0

řn
j“1 aijxj ě bi yi ď 0

řn
j“1 aijxj “ bi yi P R

xj ě 0
řm

i“1 aijyi ě cj
xj ď 0

řm
i“1 aijyi ď cj

xj P R
řm

i“1 aijyi “ cj
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Tabelle 4: Dualisierung - Spezialfälle
primal dual
maxtctx|Ax ď bu mintbty|xtA “ c, y ě 0u

maxtctx|Ax ď b, x ě 0u mintbty|xtA ě c, y ě 0u

maxtctx|Ax ě b, x ě 0u mintbty|ytA ě c, y ď 0u

maxtctx|Ax “ b, x ě 0u mintbty|ytA ě cu

3.4 Komplementärer Schlupf

Theorem 28 (Komplementärer Schlupf für Ungleichungen).
Sei maxtctx|Ax ď bu pP q und mintbty|Aty “ c, y ě 0u pDq ein Paar von
primalem und dualem LP. Dann sind für x P Rn mit Ax ď b und y P Rm

mit Aty “ c, y ě 0 die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) x ist eine optimale Lösung von pP q und y eine optimale Lösung von
pDq.

(b) ctx “ bty

(c) ytpb ´ Axq “ 0, d.h. @i : yi “ 0 _ pb ´ Axqi “ 0 wegen Ax ď b, y ě 0.

Beweis. (a) ðñ (b) folgt aus Theorem 26.

(b) ðñ (c) Es ist

ytpb ´ Axq “ ytb ´ ytAx

“ ytb ´ ctx

Theorem 29 (Komplementärer Schlupf für Ungleichungen mit nicht-nega-
tiven Variablen). Betrachte maxtctx|Ax ď b, x ě 0u und mintbt ă |Aty ě

c, y ě 0u.

Dann sind für x P Rn mit Ax ď b, x ě 0 und y P Rm mit Aty ě c, y ě 0
äquivalent:

(a) x und y sind Optimallösungen.

(b) ctx “ bty

(c) ytpb ´ Axq “ 0 und xtpAty ´ cq “ 0

Beweis. (a) ðñ (b) folgt wieder aus Theorem 26.

(b) ðñ (c): Es gilt

0 ď ytpb ´ Axq

0 ď xtpAty ´ cq
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Folglich ist

ytpb ´ Axq ` xtpAty ´ cq “ ytb ´ xtc

genau dann 0 wenn ytpb ´ Axq “ 0 und xtpAty ´ cq “ 0.

Lemma 30. Sei maxtct|Ax ď bu ein zulässiges LP. Dann ist dieses genau
dann beschränkt, wenn c P conepta1, . . . , amuq, wobei ai die Zeilen von A
seien.

Beweis. Das LP ist genau dann beschränkt, wenn mintbty|Aty “ c, y ě 0u

zulässig ist (Theorem 26). Das ist äquivalent zu c P cone pta1, . . . , amuq.

Dies können wir mit dem komplementären Schlupf wie folgt verschärfen:

Corollary 31. Es sei x eine Optimallösung von maxtctx|Ax ď bu und
y eine Optimallösung des dualen LPs mintbty|Aty “ c, y ě 0u. Es seien
a1, . . . , am die Zeilen von A.

Dann liegt c in dem Kegel, der von den Zeilen ai von A erzeugt wird, für
die atix “ bi gilt.

Beweis. Es gilt

c “

m
ÿ

i“1

yiai “
ÿ

iPt1,...,mu,at
ix“b

yiai

wobei die zweite Gleichheit aus Theorem 28 (atix ă bi ùñ yi “ 0) folgt.

Theorem 32 (Starker komplementärer Schlupf).

Betrachte maxtctx|Ax ď bu pP q und mintbty|Aty “ c, y ě 0u pDq.

Dann gilt für jede Ungleichung atix ď bi in Ax ď b genau eine der folgenden
Aussagen:

(a) pP q eine eine Optimallösung x˚ mit atix
˚ ă bi.

(b) pDq hat eine Optimallösung y˚ mit y˚
i ą 0.

Beweis. Aus Theorem 28 folgt, dass nicht beide Aussagen erfüllt sein können.
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Angenommen (a) gilt nicht. Sei δ der Wert einer optimalen Lösung. Betrachte

max ´atix

s.d. Ax ď b

´ctx ď ´δ

Dieses Problem hat einen optimalen Lösungswert von ´bi. Das dazu duale LP

min bty ´δu

Aty ´uc “ ´ai

y ě 0

u ě 0

hat daher eine Optimallösung y ě 0, u ě 0 mit Wert ´bi.

Es ist ytA ´ uct “ ´ati und ytb ´ uδ “ ´bi. Sei ỹ “ y ` ei.

• Wenn u “ 0, dann gilt ỹtA “ ytA ` ai “ 0 und ỹtb “ ytb ` bi “ 0. Wenn
y˚ eine optimale Lösung von pDq ist, dann ist y˚ ` ỹ eine optimale Lösung
von pDq mit positivem i-ten Eintrag.

• Wenn u ą 0, dann ist 1
u ỹ eine optimale Lösung von pDq, da 1

u ỹ
tA “

1
uy

tA` 1
ua

t
i “ ct und 1

u ỹ
tb “ 1

uy
tb` 1

ubi ď δ. Ferner hat 1
u ỹ einen positiven

i-ten Eintrag.

Durch Linearkombination solcher Lösungen für alle i kann ein Paar von Lösungen
gefunden werden, für die in jedem Eintrag (a) oder (b) gilt:

Theorem 33. Sei wieder maxtctx|Ax ď bu und mintbty|Aty “ c, y ě 0u

ein Paar von primalem und dualem LP, welche beide zulässig und be-
schränkt seien.

Dann existieren optimale Lösungen x˚ und y˚, sodass für alle i entweder
atix

˚
i ă bi oder y

˚
i ą 0.

3.5 Anwendung: Max-Flow-Min-Cut

Problem (Maximum-Flow-Problem). Gegeben sei ein gerichteter Graph G mit
Kapazitäten u : EpGq Ñ Rě0 und Knoten s ‰ t P V pGq.

Gesucht ist ein s-t-Fluss f : EpGq Ñ Rě0 mit maximalem Wert.

Dies lässt sich als LP formulieren: (Wir gehen davon aus, dass es keine einge-
henden Kanten in s und keine ausgehenden Kanten aus t gibt.)
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max
ÿ

ePδ`
Gpsq

xe

s.d. xe ě 0 @e P EpGq

xe ď upeq @e P EpGq
ÿ

ePδ`
Gpvq

xe ´
ÿ

ePδ´
Gpvq

xe “ 0 @v P V pGqzts, tu

Als duales LP ergibt sich

min
ÿ

ePEpGq

upeqye

s.d. ye ě 0 @e P EpGq

ye ` zv ´ zw ě 0 @e “ pv, wq P EpGq, ts, tu X tv, wu “ H

ye ` zv ě 0 @e “ pv, tq P EpGq, v ‰ s

ye ´ zw ě 1 @e “ ps, wq P EpGq, w ‰ t

ye ě 1 @e “ ps, tq P EpGq

Dies lässt sich vereinfachen zu:

min
ÿ

ePEpGq

upeqye

s.d. ye ě 0 @e P EpGq

ye ` zv ´ zw ě 0 @e “ pv, wq P EpGq

zs “ ´1

zt “ 0

(zs und zt wurden hinzugefügt, um das System zu vereinfachen).

Es folgt das bereits bekannte Max-Flow-Min-Cut-Theorem:

Theorem 34 (Max-Flow-Min-Cut). Sei G ein gerichteter Graph mit Ka-
pazitäten u : EpGq Ñ Rě0, s, t P V pGq. Dann ist das Minimum aller
s-t-Schnitte gleich dem maximalen Wert eines s-t-Flusses.

Beweis. Offenbar ist der Flusswert durch die minimale Kapazität eines Schnittes
beschränkt.
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Sei x̃ eine optimale primale Lösung und ỹ, z̃ eine optimale Duallösung.

Betrachte R :“ tv P V pGq|z̃v ď ´1u. Dann ist s P R und t R R.

Falls e “ pv, wq P δ`
GpRq, dann ist z̃w ą z̃v. Folglich ist ỹe ě z̃w ´ z̃v ą 0.

Mit dem komplementären Schlupf folgt x̃e “ upeq. Falls e “ pv, wq P δ´
GpRq,

dann gilt z̃v ą z̃w und daher ỹe ` z̃v ´ z̃w ą 0. Nach komplementärem Schlupf
ist x̃e “ 0.

Folglich ist valpfq “ upδ`pRqq mindestens so groß wie die Kapazität eines mi-
nimalen Schnittes.

4 Die Struktur von Polyedern

4.1 Abbildungen von Polyedern

Proposition 35. Sei A P Rmˆpn`kq und b P Rm. Dann ist die Menge

P “ tx P Rn|Dy P Rk : A

ˆ

x
y

˙

ď bu

ein Polyeder.

Beweis. Induktion nach k. Für k “ 0 ist die Aussage trivial. Sei nun k ą

0 und die Aussage für k1 “ k ´ 1 bereits gezeigt. Wende einen Schritt der

Fourier-Motzkin-Elimination auf A

ˆ

x
y

˙

ď b an, um eine der Variablen aus y zu

eliminieren. Hierdurch erhält man A1 P Rm1
ˆpn`k´1q, b1 P Rm1

, so dass

P “ tx P Rn|Dy P Rk : A

ˆ

x
y

˙

ď bu “ tx P Rn|Dy1 P Rk´1 : A1

ˆ

x
y1

˙

ď b1u

Notation 35.1. Die Menge P “ tx P Rn|Dy P Rk : A

ˆ

x
y

˙

ď bu heißt

Projektion von tz P Rn`k|Az ď bu auf Rn.

Corollary 36. Es seien A P Rmˆn, b P Rm, D P Rkˆn und d P Rk. Dann
ist

ty P Rk|Dx P Rn : Ax ď b ^ y “ Dx ` du

ein Polyeder.
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Beweis. Es gilt

ty P Rk|Dx P Rn : Ax ď b ^ y “ Dx ` du

“ ty P Rk|Dx P Rn :

¨

˝

A 0
D ´Ik

´D Ik

˛

‚

ˆ

x
y

˙

ď

¨

˝

b
´d
d

˛

‚u

Die Aussage folgt damit aus Proposition 35.

4.2 Flächen

Definition 37. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ‰ H ein Polyeder und c P

Rnzt0u.

• Für δ :“ maxtctx|x P P u ă 8 heißt tx P Rn|ctx “ δu die Stützhyperebene
(supporting hyperplane) von P .

• Eine Menge X Ď Rn heißt Fläche (face) von P , falls X “ P , oder
falls eine Stützhyperebene H von P existiert, sodass X “ P X H.

• Falls tx1u eine Fläche von P ist, heißt x1 Ecke (vertex) von P . bzw.
Basislösung (basic solution) des Systems Ax ď b.

Observe. Nicht jedes Polyeder hat Ecken.

Proposition 38. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ‰ H und F Ď P . Dann sind
äquivalent:

(a) F ist Fläche von P .

(b) Es existiert c P Rn, sodass δ :“ maxtctx|x P P u ă 8 und F “ tx P

P |ctx “ δu.

(c) Es existiert ein Teilsystem A1x ď b1 von Ax ď b, sodass F “ tx P

P |A1x “ b1u ‰ H.

Beweis. • (a) ùñ (b): Sei F Fläche von P . Falls F “ P , setze c “ 0. Falls
F ‰ P existiert ein solches c nach Definition.

• (b) ùñ (c): Seien c, δ, F wie in (b). Sei J Ď t1, . . . ,mu so gewählt, dass
AJx ď bJ ein maximales Teilsystem mit AJx “ bJ für alle x P F ist. Zu
zeigen ist, dass F “ tx P P |AJx “ bJu,

Nach Theorem 33 existiert eine optimale duale Lösung y˚ zum primalen
LP maxtctx|Ax ď bu, sodass y˚

j ą 0 für alle j P J und y˚
j “ 0 für

j R J . Wegen Theorem 28 ist x P P genau dann optimal (d.h. P F ) wenn
y˚pb ´ Axq “ 0, d.h. genau dann wenn AJx “ bJ .

• (c) ùñ (a): Sei A1x ď b1 ein Teilsystem und F “ tx P P |A1x “ b1u. Sei ct

die Summe aller Zeilenvektoren von A1 und sei δ die Summe aller Einträge
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von b1. Dann gilt ctx ď δ für alle x P P . Ferner ist F “ P X tx P Rn|ctx “

δu.

Man folgert leicht:

Corollary 39. Sei P ‰ H ein Polyeder und F eine Fläche von P .

(a) Sei c P Rn mit maxtctx|x P P u ă 8. Dann ist argmaxtctx|x P P u eine
Fläche von P .

(b) F ist ein Polyeder.

(c) Eine Teilmenge F 1 Ď F ist genau dann eine Fläche von F , wenn F 1

eine Fläche von P ist.

(d) Wenn P von der Form P “ tx P Rn|Ax “ bu, dann hat P genau eine
Fläche, nämlich P selbst.

4.3 Facetten

Definition 40. Sei P ein Polyeder. Eine Facette (facet) von P ist eine
inklusionsmaximale Fläche F Ĺ P .

Eine Ungleichung ctx ď δ heißt facettenbestimmend (facet-defining)
für P , wenn ctx ď δ für alle x P P gilt und tx P P |ctx “ δu eine Facette
ist.

Theorem 41. Es sei P Ď tx P Rn|Ax “ bu ein nicht-leeres Polyeder der
Dimension n ´ rankpAq. Es sei A1x ď b1 ein kleinstes Ungleichungssystem,
sodass P “ tx P Rn|Ax “ b, A1x ď b1u. Dann ist jede Ungleichung in
A1x ď b1 facettenbestimmend für P und jede Facette von P wird durch
eine Ungleichung von A1x ď b1 gegeben.

Beweis. Falls P “ tx P Rn|Ax “ bu, dann hat P keine Facette.

Sei daher P Ĺ tx P Rn|Ax “ bu. Sei A1x ď b1 ein kleinstes System von Unglei-
chungen, sodass P “ tx P Rn|Ax “ b, A1x ď b1u.

Sei atx ď β eine Ungleichung in A1x ď b1 und sei A2x ď b2 der Rest des Systems
A1x ď b1.

Behauptung 1. atx ď β ist facettenbestimmend.

Unterbeweis. Sei y P Rn so, dass Ay “ b und A2y ď b2, aty ą β. Ein solches y
existiert, das aty ď β nicht redundant ist.

Sei ferner ỹ P P mit A1ỹ ă b1. ỹ existiert, weil dimpP q “ n ´ rankpAq.
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Sei z “ ỹ `
β´atỹ

aty´atỹ py ´ ỹq. Es ist atz “ β. Ferner ist 0 ă
β´atỹ

aty´atỹ ă 1, folglich

ist z P conv pty, ỹuq. Sei F :“ tx P P |atx “ βu. Es ist z P F , folglich F ‰ H. Da
ỹ P P zF ist F ‰ P .

Da atx ď β die einzige Ungleichung von A1x ď b1 ist, welche von allen Elementen
von F mit Gleichheit erfüllt wird (betrachte z ), ist F eine Facette. ■

Andererseits ist nach Proposition 38 jede Facette durch eine Ungleichung aus
A1x ď b1 definiert.

Corollary 42. Sei P Ď Rn ein Polyeder

(a) Jede Fläche F von P mit F ‰ P ist ein Schnitt von Facetten.

(b) Die Dimension jeder Facette von P ist dimpP q ´ 1.

Remark 42.1. Insbesondere liefern uns Polyederbeschreibungen mit fa-
cettenbestimmenden Ungleichungen kleinste Darstellungen des Polyeders.

4.4 Minimale Flächen

Neben den Facetten (größte Flächen, welche nicht das ganze Polyeder sind)
interessieren uns auch die minimalen Flächen:

Definition 43. Eine Fläche F eines Polyeders heißt minimale Fläche,
wenn es keine Fläche F 1 von P mit F 1 Ĺ F gibt.

Theorem 44. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ein Polyeder. Eine nichtleere
Menge F Ď P ist genau dann eine minimale Fläche von P , wenn es ein
Teilsystem A1x ď b1 von Ax ď b mit F “ tx P Rn|A1x “ b1u gibt.a

aAnders als bei der Definition einer Fläche, wird hier nicht mit P geschnitten!

Beweis. “ ùñ ” Sei F minimale Fläche von P . Dann gibt es ein Teilsystem
A1x ď b1 von Ax ď b mit F “ tx P P |A1x “ b1u. Wähle A1x ď b1 maximal mit
dieser Eigenschaft.

Sei Ãx ď b̃ ein kleinstes Teilsystem von Ax ď b, so dass F “ tx P Rn|Ãx ď

b̃, A1x “ b1u.

Behauptung 1. Ãx ď b̃ ist ein leeres System.

Unterbeweis. Angenommen das System ist nicht leer. Sei atx ď β eine Unglei-
chung aus Ãx ď b̃. Sei F 1 “ tx P Rn|A1x “ b1, Ãx ď b̃, atx “ βu. Es ist F 1 ‰ H,
da sonst atx ď β aus Ãx ď b̃ eliminiert werden könnte.
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F 1 ist eine Fläche von F und F 1 ‰ F (sonst könnte atx “ β bereits zu A1x “ b1

hinzugefügt werden), im Widerspruch zur Minimalität von F . ■

“ ðù ” Sei F “ tx P Rn|A1x “ b1u Ď P für ein Teilsystem A1x ď b1 von Ax ď b
mit F ‰ H.

Dann ist F ein Polyeder und F ist die einzige Fläche von F . Ferner ist F “ tx P

Rn|A1x “ b1u “ tx P P |A1x “ b1u, insbesondere eine Fläche von P . Daher ist F
minimale Fläche von P .

Corollary 45. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ein Polyeder. Dann hat jede
minimale Fläche von P Dimension n ´ rankpAq.

Beweis. Sei F eine minimale Fläche von P . Dann gibt es ein Teilsystem A1x ď b1

von Ax ď b, sodass F “ tx P Rn|A1x “ b1u.

Es ist dimF “ n ´ rankA1. Offenbar ist rankA1 ď rankA.

Falls rankA1 ă rankA, so können Nebenbedingungen atx “ β aus Ax ď b zu
A1x “ b1 hinzugefügt werden, sodass at von den Zeilen von A1 linear unabhängig
ist. Es folgt, dass F 1 “ tx P Rn|A1x “ b1, atx “ βu Ĺ F und F 1 ‰ H. Dies
widerspricht der Minimalität von F .

Proposition 46. Es sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ein Polyeder und x1 P P .
Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent:

(a) x1 ist eine Ecke von P (einziges Element einer Fläche)

(b) Es gibt ein Teilsystem A1x ď b1 von Ax ď b aus n Ungleichungen,
sodass die Zeilen von A1 linear unabhängig sind und x1 “ tx P P |A1x “

b1u gilt.

(c) x1 kann nicht als Konvexkombination von Vektoren in P ztx1u geschrie-
ben werden.

(d) Es gibt keinen von Nullvektor verschiedenen Vektor d P Rn, für den
tx1 ` d, x1 ´ du Ď P gilt.

Beweis. paq ðñ pbq: x1 ist genau dann eine Ecke von P , wenn es ein Teilsystem
A1x ď b1 von Ax ď b mit tx1u “ tx P Rn|A1x “ b1u. Wegen dimtx1u “ 0 ist das
äquivalent zu (b).

pbq ùñ pcq Seien A1, b1, x1 wie in (b). Angenommen x1 kann als Konvexkombi-

nation x1 “
řk

i“1 λix
piq von Vektoren xpiq P P ztx1u geschrieben werden.

Wenn atxpiq ă β für eine Ungleichung atx ď β aus A1x ď b1 und i P t1, . . . , ku,

dann wäre aty1 “
řk

i“1 λia
txpiq ă β. Es folgt atxpiq “ β für alle i P t1, . . . , ku

im Widerspruch dazu, dass xpiq P P ztx1u.
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pcq ùñ pdq trivial

pdq ùñ pbq Sei A1x ď b1 maximales Teilsystem von Ax ď b mit A1x1 “ b1.
Angenommen in A1 gibt es keine n linear unabhängige Zeilenvektoren. Dann
gibt es d P Rn, sodass d orthogonal zu allen Zeilen von A1 steht. Für jedes ε ą 0
gilt A1px1 `εdq “ A1px1 ´εdq “ b1. Für jede Ungleichung atx ď β, die in Ax ď b,
aber nicht in A1x ď b1 liegt, gilt atx1 ă β.

Insbesondere können wir auf Grund der Stetigkeit linearer Abbildungen ε so
wählen, dass tx1 ` εd, x1 ´ εdu Ď P .

Definition 47. Ein Polyeder heißt spitz (pointed), wenn es leer ist oder
alle seine minimalen Flächen Dimension 0 haben.

Example 48. • Polytope sind spitz: Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ‰ H ein
Polytop. Falls rankpAq ă n, so gibt es einen Vektor x̃, der senkrecht
auf allen Zeilen in A steht. Insbesondere ist x0 ` R ¨ x̃ Ď P für jedes
x0 P P .

• Polyeder, die als P “ tx P Rn|Ax “ b, x ě 0u geschrieben werden

können, sind spitz, denn P “ tx P Rn|

¨

˝

A
´A
´In

˛

‚x ď

¨

˝

b
´b
0

˛

‚u, wobei

der Rang der Matrix offenbar n ist.

Corollary 49. Wenn das LP maxtctx|Ax ď bu zulässig und beschränkt
und P “ tx P Rn|Ax ď bu spitz ist, dann gibt es eine Ecke x1, so dass
ctx1 “ maxtctx|x P P u.

Beweis. Die Menge der Optimallösungen bildet eine Fläche. Insbesondere ist
diese spitz und wir erhalten induktiv eine Ecke x1, welche eine Optimallösung
ist.

Theorem 50 (Carathéodorys Theorem). Wenn X Ď Rn eine endliche
Menge von Vektoren und c P conepXq ist, dann gibt es linear unabhängige
Vektoren a1, . . . , ak P X, sodass c P conepta1, . . . , akuq.

Beweis. Sei ta1, . . . , aku Ď X minimal mit c P conepta1, . . . , akuq. Dann exis-

tieren λ1, . . . , λk ě 0 so dass c “
řk

i“1 λiai. Angenommen a1, . . . , ak sind

nicht linear unabhängig. Dann gibt es Zahlen γ1, . . . , γk mit
řk

i“1 γiai “ 0.
O.B.d.A. ist mindestens ein γi positiv. Sei σ maximal, sodass λi ´ σγi ě 0 für
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alle i P t1, . . . , ku. Insbesondere gibt es ein i P t1, . . . , ku, so dass λi´σγi “ 0. Je-

doch ist dann c “
řk

i“1pλi ´σγiqai eine Darstellung von c mit weniger Vektoren
 

Theorem 51 (Fundamentalsatz der linearen Ungleichungen).
Seien a1, . . . , am, c P Rn und t die Dimension des Unterraums von Rn, der
von a1, . . . , am, c aufgespannt wird (d.h t “ rank pa1 . . . am cq). Dann gilt
genau eine der folgenden Aussagen:

(a) c kann als nicht-negative Kombination von linear unabhängigen Vek-
toren aus at1, . . . , a

t
m geschrieben werden.a

(b) Es gibt eine Hyperebene tx P Rn|utx “ 0u für ein u P Rnzt0u, die t´1
linear unabhängige Vektoren aus a1, . . . , am enthält, sodass atiu ě 0
für i P t1, . . . ,mu und ctu ă 0.

aEine beliebige nicht-negative Kombination genügt, siehe Theorem 50

Beweis. Offenbar können nicht beide Aussagen gelten.

Zu zeigen ist, dass mindestens eine der Assagen gilt. Falls c P conepta1, . . . , amuq,
folgt (a) aus Carathéodorys Theorem (Theorem 50).

Falls c R conepta1, . . . , amuq, dann gibt es keinen Vektor v P Rm, v ě 0 mit
ct “ vtA, wobei A die Matrix mit Zeilen ati sei.

Mit Farkas folgt, dass ein ũ P Rn existiert mit Aũ ě 0, ctũ ă 0. Somit ist das
folgende LP zulässig (offenbar ist es auch beschränkt).

max ctu

s.d. ctu “ ´1

´Au ď 0

Insbesondere existiert eine minimale Fläche F “ tu P Rn|A1u “ b1u des zu-
gehörigen Polyeders tu P Rn|ctu “ ´1,´Au ď 0u, die nur aus Optimallösungen
besteht, wobei A1u ď b1 ein Teilsystem von ctu ď ´1,´ctu ď 1,´Au ď 0 ist
(Theorem 44).

Es gilt n´rankA1 “ dimpF q “ n´rank

¨

˝

A
ct

´ct

˛

‚“ n´t (Corollary 45). A1 enthält

daher t linear unabhängige Zeilen. Mindestens t´ 1 dieser Zeilen gehören zu A.
Somit erfüllt jeder Vektor aus F (b).
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4.5 Kegel

Theorem 52 (Farkas-Minkowski-Weyl). Ein Kegel ist genau dann poly-
edrisch, wenn er endlich erzeugt ist.

Beweis. “ ðù ” Seien a1, . . . , am P Rn. Zu zeigen ist, dass conepta1, . . . , amuq

polyedrisch ist.

Wir können annehmen, dass a1, . . . , am den Rn aufspannen (anderenfalls be-
trachten wir einen Unterraum).

Sei H die Menge aller Halbräume Hu “ tx P Rn|utx ď 0u, so dass für jedes
Hu P H folgende Bedingungen gelten:

• ta1, . . . , amu Ď Hu

• Es gibt n ´ 1 linear unabhängige Vektoren ai1 , . . . , ain´1 in ta1, . . . , amu

mit utaij “ 0 für j P t1, . . . , n ´ 1u

Nach Theorem 51 ist conepta1, . . . , amuq der Schnitt der Halbräume in H. Ins-
besondere ist der Kegel als Schnitt endlich vieler Halbräume ein Polyeder.

“ ùñ ” Sei C “ tx P Rn|Ax ď 0u ein polyedrischer Kegel. Zu zeigen ist, dass C
endlich erzeugt ist. Seien at1, . . . , a

t
m die Zeilen vonA. Sei CA :“ conepta1, . . . , amuq.

Aus “ ðù ” folgt, dass CA ein polyedrischer Kegel ist. Insbesondere exis-
tieren d1, . . . , dk P Rn, so dass CA “ tx P Rn|dt1x ď 0, . . . , dtkx ď 0u. Sei
CD :“ coneptd1, . . . , dkuq.

Behauptung 1. C “ CD

Unterbeweis. CD Ď C: Es gilt ta1, . . . , anu Ď CA. Folglich ist Adi ď 0 für
i P t1, . . . , ku. Daher liegen alle di P C und somit CD Ď C.

C Ď CD : Angenommen es existiert ein c P CzCD. CD ist endlich erzeugt, also
nach dem bereits gezeigten Teil polyedrisch. Daher existiert u P Rn mit utdi ď 0
(i P t1, . . . , ku) und uty ą 0. Es ist u P CA und daher utx ď 0 für alle x P C.
Dies ist allerdings ein Widerspurch zu uty ą 0 und y P C. ■

Remark 52.1. Für S Ď Rn heißt S˝ :“ tx P Rn|xty ď 0@y P Su Polarke-
gel von S.

Wenn S “ tx P Rn|Ax ď 0u ein polyedrischer Kegel ist, dann wird S˝ von
den Zeilen von A erzeugt. (Übung)

Wir haben also gerade für polyedrische Kegel S gezeigt, dass S˝˝
“ S ist.
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4.6 Polytope

Theorem 53. Eine Menge X Ď Rn ist genau dann ein Polytop, wenn sie
die konvexe Hülle einer endlichen Menge von Vektoren in Rn ist.

Beweis. “ ùñ ” Sei X “ tx P Rn|Ax ď bu ‰ H ein Polytop.

Schreibe X als X “ tx P Rn|

ˆ

x
1

˙

P Cu, wobei

C :“

"ˆ

x
λ

˙

P Rn`1|λ ě 0,@x ´ λb ď 0

*

.

C ist ein polyedrischer Kegel.2 Somit existieren

ˆ

x1

λ1

˙

, . . . ,

ˆ

xk

λk

˙

P Rn`1 so

dass C “ cone

ˆ"ˆ

x1

λ1

˙

, . . . ,

ˆ

xk

λk

˙*˙

. X ist beschränkt, folglich kann c keinen

Vektor

ˆ

x
λ

˙

mit x ‰ 0 und λ “ 0 enthalten. O.B.d.A. können wir daher λi ą 0

für alle i annehmen. Nach Skalierung somit o.B.d.A. λi “ 1.

Dann gilt

x P X ðñ Dµ1, . . . , µk ě 0|

ˆ

x
1

˙

“ µ1

ˆ

x1

1

˙

` . . . ` µk

ˆ

xk

1

˙

und somit X “ convptx1, . . . , xkuq.

“ ðù ” Sei X “ convptx1, . . . , xkuq. Zu zeigen ist, dass X ein Polytop ist.

Sei C :“ cone

ˆ"ˆ

x1

1

˙

, . . . ,

ˆ

xk

1

˙*˙

. Es gilt x P X ðñ

ˆ

x
1

˙

P C. C ist

endlich erzeugt und daher polyedrisch.

C kann geschrieben werden als C “

"ˆ

x
λ

˙

|Ax ` bλ ď 0

*

. Insbesondere ist

X “ tx P Rn|Ax ď ´bu ein Polyeder. Sei M :“ maxt}xi} |i P t1, . . . , kuu. Dann

gilt für alle x P X: x “
řk

i“1 λixi für geeingete λ1, . . . , λk ě 0 mit
řk

i“1 λi “ 1.

Folglich ist }x} ď
řk

i“1 λi}xi} ď M
řk

i“1 λi “ M und daher X beschränkt.

Corollary 54. Ein Polytop ist die konvexe Hülle seiner Ecken.

Beweis. Sei P ein Polytop mit Eckenmenge X. Da P konvex und X Ď P ist,
gilt convpXq Ď P . Zu zeigen ist noch die andere Inklusion. Wir wissen, dass
convpXq ein Polyeder ist. Angenommen es gibt y P P z convpXq. Dann gibt es
c P Rnzt0u, sodass für H “ tx P Rn|ctx ď δu gilt convpXq Ď H, y R H. Dann
gilt cty ą ctx für alle x P X. Allerdings gibt es stets eine Ecke, an der das
Maximum maxtctx|x P P u angenommen wird  .

2Dieser Trick ist auch für andere Beweise nützlich.
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4.7 Zerlegung von Polyedern

Notation 54.1. Für zwei Vektormengen H ‰ X,Y Ď Rn ist dieMinkowski-
Summe definiert als

X ` Y :“ tz P Rn|Dx P X, y P Y : z “ x ` yu

Ferner definieren wir X ` H “ H ` X “ X.

Theorem 55. Es sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ein Polyeder. Dann gibt es
endliche Mengen V,E Ď Rn, sodass

P “ convpV q ` conepEq

Beweis. Der Kegel

C :“

"ˆ

x
λ

˙

|x P Rn, λ P R, λ ě 0, Ax ´ λb ď 0

*

ist polyedrisch, wird also von endlich vielen Vektoren

ˆ

x1

λ1

˙

, . . . ,

ˆ

xk

λk

˙

erzeugt.

x P P gilt genau dann, wenn

ˆ

x
1

˙

P C, was genau dann der Fall ist, wenn
ˆ

x
1

˙

P cone

ˆ

t

ˆ

x1

λ1

˙

u, . . . ,

ˆ

xk

λk

˙˙

. Es gilt λi ě 0 und nach Skalierung können

wir λi P t0, 1u annehmen.

Setze V :“ txi|i P t1, . . . , ku, λi “ 1u und E :“ txi|i P t1, . . . , ku, λi “ 0u. Dann
ist P “ convpV q ` conepEq.

5 Der Simplex-Algorithmus

Der Simplex-Algorithmus war das erste Verfahren zur Lösung allgemeiner linea-
rer Programme. Er wurde 1951 von G. Dantzig entwickelt. Eine polynomielle
Laufzeit konnte nicht nachgewiesen werden, aber in der Praxis ist er oft sehr
schnell.

Idea. • Starte in einer Ecke des Lösungspolyeders

• Solange es noch Nachbarecken mit besserem Zielfunktionswert gibt, laufe
zu einer solchen. Kanonisches

Bild von
Wikipedia
kopieren

Voraussetzungen

• Das Polyeder muss spitz sein
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• Wir müssen eine Startlösung finden 3

Um ein spitzes Lösungspolyeder zu haben, betrachten wir LPs in Standard-
Gleichungsform. Um das Finden einer Startlösung werden wir uns später kümmern.

Wir wollen das folgende LP lösen (A P Rmˆn, b P Rm):

max ctx

s.d. Ax “ b

x ě 0

Dabei können wir annehmen:

• rankpAq “ m (weitere Zeilen sind entweder redundant oder liefern Wider-
sprüche)

• Ax “ b ist lösbar

• m ă n (sonst ist die Lösung eindeutig)

Notation 55.1 (zur Vermeidung von Doppelindices). • Indexmenge der
Spalten einer Matrix A P Rmˆn mit t1, . . . , nu

• Für B Ď t1, . . . , nu bezeichne AB die Teilmatrix von A aus den Spal-
ten mit Index in B

• Ebenso bezeichnen wir für einen Vektor x P Rn mit xB den Teilvektor
x aus Einträgen mit Index in B. xB ist dann ein Vektor der Länge
|B|, dessen Einträge allerdings nicht mit t1, . . . , |B|u, sondern mit B
indiziert sind.

Example 56.

A “

ˆ

2 4 0 ´3 1
1 3 2 1 5

˙

, x “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

3
´2
0
1

´1

˛

‹

‹

‹

‹

‚

At1,3,4u “

ˆ

2 0 ´3
1 2 1

˙

, xt1,3,4u “

¨

˝

3
0
1

˛

‚

3Wir haben bereits gesehen, dass dies genau so schwer ist, wie das Lösen eines LPs (starke
Dualität). Der Algorithmus ist trotzdem hilfreich, wie wir sehen werden.
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Die Spalten von AB und xB sind mit 1, 3, 4 indiziert, also

ABxB “ x1a1 ` x3a3 ` x4a4

Definition 57 (Zulässige Basislösungen). Es sei A P Rmˆn eine Matrix
mit Rang m und b P Rm ein Vektor. Sei B Ď t1, . . . , nu, |B| “ m, sodass
AB regulär ist. Setze N :“ t1, . . . , nuzB.a

(a) Wir nennen B eine Basis von A. Der Vektor x mit xB “ A´1
B b und

xN “ 0 heißt Basislösung von Ax “ b zur Basis B.

(b) Wenn x eine Basislösung von Ax “ b zur Basis B ist, dann heißen
die Variablen xj mit j P B Basisvariablen und die Variablen xj mit
j P N heißen Nicht-Basisvariablen.

(c) Eine Basislösung x heißt zulässig (feasible), wenn x ě 0. Eine Basis
heißt zulässig, wenn die zugehörige Basislösung zulässig ist.

(d) Eine zulässige Basislösung x für eine Basis B heißt nicht-degeneriert,
falls A´1

B b ą 0. Andernfalls heißt sie degeneriert.

aVorstellung: A “ rAB |AN s; die Spalten können dabei natürlich anders permutiert
sein.)

Example 58.

ˆ

1 1 1 0
2 1 0 1

˙

¨

¨

˚

˚

˝

x1

x2

x3

x4

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

1
2

˙

Für B “ t1, 2u ist AB “

ˆ

1 1
2 1

˙

mit Basislösung p1, 0, 0, 0q, die

zulässig und degeneriert ist.

•• Für B “ t1, 3u und B “ t1, 4u ergeben sich die selben Basislösungen.

• Für B “ t2, 3u ist AB “

ˆ

1 1
1 0

˙

mit nicht zulässiger Basislösung

p0, 2,´1, 0q.

• Für B “ t2, 4u ergibt sich AB “

ˆ

1 0
1 1

˙

mit zulässiger nicht-

degenerierter Basislösung p0, 1, 0, 1q.

Um Beispiele im 2 und 3-dimensionalen zeichnen zu können, wollen wir diese
Begriff auf Systeme der Form Ãx ď b, x ě 0 übertragen.

Definition 59. Es sei Ã P Rmˆñ. Wir nennen einen Vektor x˚ P Rñ mit
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Ãx˚ ď b mit x˚ ě 0 eine (zulässsige/degenerierte) Basislösung, falls x˚, s˚

mit s˚ :“ b ´ Ãx˚ eine solche von Ãx ` Ims “ b, x ě 0, s ě 0 (mit n :“
ñ ` m Variablen). In einer zulässigen Basislösung von Ãx ď b, x ě 0 muss
die Zahl an Nebenbedingungen, die mit Gleichheit erfüllt sind (inklusive
Nicht-Negativitäts-Nebenbedingungen) folglich mindestens n´m “ ñ sein.
In einer nicht-degenerierten Basislösung muss die Zahl der mit Gleichheit
erfüllten Nebenbedingungen genau ñ sein.

Remark 59.1. Ob eine Basislösung degeneriert ist, hängt zunächst ein-
mal davon ab, welche Ungleichungen wir gewählt haben. In Dimensionen
ě 3 existieren jedoch Basislösungen, die unabhängig von der Wahl der
Ungleichungen stets degeneriert sind.

Theorem 60. Sei P “ tx P Rn|Ax “ b, x ě 0u ein Polyeder mit rankpAq “

m ă n. Dann ist der Vektor x1 P P genau dann eine Ecke von P , wenn er
eine zulässige Basislösung ist.

Beweis. Der Vektor x1 ist genau dann eine Ecke von P , wenn er alle Unglei-
chungen des folgenden Systems erfüllt und davon n linear unabhängige mit
Gleichheit:

Ax ď b

´Ax ď ´b

´Inx ď 0

Das ist genau dann der Fall, wenn x1 ě 0, Ax1 “ b und x1
N “ 0 für eine Menge

N Ď t1, . . . , nu mit |N | “ n ´ m, sodass mit B “ t1, . . . , nuzN die Matrix AB

vollen Rang hat. Das ist äquivalent dazu, eine zulässige Basislösung zu sein.

Example 61 (Simplex Algorithmus 1). Wir betrachten

max x1 ` x2

s.d. ´x1 `x2 `x3 “ 1

x1 `x4 “ 3

x2 `x5 “ 2

x1, x2, x3, x4, x5 ě 0

Eine Startlösung ist in diesem Fall leicht ablesbar als B “ t3, 4, 5u.

Wir stellen ein Simplex-Tableau auf (Gleichungssystem aufgelöst nach
den Basisvariablen, und Zielfunktion aufgelöst als Funktion der Nicht-
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Basisvariablen)

x3 “ 1 ` x1 ´ x2

x4 “ 3 ´ x1

x5 “ 2 ´ x2

z “ x1 ` x2

(1)

(Zu einem Simplex-Tableau denken wir uns immer genau die Lösung, für
die alle Nicht-Basisvariablen 0 sind).

Wir wollen nun genau eine der Nicht-Basis Variablen, welche in der Ziel-
funktion einen positiven Koeffizienten hat, erhöhen. Wir wählen dafür
x2. Aus jeder Gleichung können wir ablesen, um wie viel wir x2 erhöhen
können: 1. Nebenbedingung: x2 ď 1, 2. Nebenbedingung: Keine Einschränkung
an x2, 3. Nebenbedingung: x2 ď 2.

Wir erhöhen x2 also auf 2 und machen x2 hiermit zu einer Basisvariable.
x3 wird hierdurch aus der Basis entfernt.

Wir erhalten folgendes neues Tableau:

x2 “ 1 ` x1 ´ x3

x4 “ 3 ´ x1

x5 “ 1 ´ x1 ` x3

z “ 1 ` 2x1 ´ x3

(2)

Nun können wir nur noch x1 wählen: Es ist x4 “ 1 ´ x1 ` x3 kritisch. Wir
ersetzen 5 in B durch 1. Es ist x1 “ 1 ` x3 ´ x5.

x1 “ 1 ` x3 ´ x5

x2 “ 2
x4 “ 2 ´ x3 ` x5

z “ 3 ` x3 ´ 2x5

(3)

x1 “ 1 ` x3 ´ x5

x2 “ 2
x4 “ 2 ´ x3 ` x5

z “ 3 ` x3 ´ 2x5

(4)

Unsere aktuelle Lösung ist x “ p1, 2, 0, 2, 0q.

Der einzige Kandidat für eine Ersetzung ist x3
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Es ergibt sich

x1 “ 3 ` x4

x2 “ 2 ´ x5

x3 “ 2 ´ x4 ` x5

z “ 5 ´ x4 ´ x5

(5)

Die zugehörige Lösung ist x “ p3, 2, 2, 0, 0q. Dies ist eine Optimallösung.

Example 62 (Simplex-Algorithmus 2, unbeschränkt).

maxx1

s.d.x1 ´ x2 ` x3 “ 1

´x1 ` x2 ` x4“ 2

x1, x2, x3, x4 ě 0

Startbasis: B “ t3, 4u

Simplex Tableau

x3 “ 2 ´ x1 ` x2

x4 “ 2 ` x1 ´ x2

z “ x1

(6)

Wir können nur x1 erhöhen. x3 “ 1 ´ x1 ` x2 ist kritisch.

x1 “ 1 ` x2 ´ x3

x4 “ 3 ´ x3

z “ 1 ` x2 ´ x3

(7)

Der einzige Kandidat zur Erhöhung ist x2. Für x2 gibt es keine obere
Schranke. Das LP ist daher unbeschränkt.

Example 63 (Simplex-Algorithmus 3, Degeneriertheit). Bei degenerierten
Lösungen gehört die selbe Lösung zu mehreren Basen. Dies ist ein Problem,
da der Simplex-Algorithmus Basen (nicht Basis-Lösungen) durchläuft.
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maxx2

s.d.´x1 ` x2 ` x3“ 0

x1 ` x4 “ 2

x1, x2, x3, x4 ě 0

Initiale Basis B “ t3, 4u.

Simplex-Tableau:

x3 “ x1 ´ x2

x4 “ 2 ´ x1

z “ x2

(8)

Wir wollen x2 erhöhen. x3 “ x1 ´ x2 ist kritisch. Wir ersetzen daher in B
die 3 durch 2.

x2 kann nicht erhöht werden! Es ergibt sich

x2 “ x1 ´ x3

x4 “ 2 ´ x1

z “ x1 ´ x3

(9)

Wir assoziieren mit dem neuen Tableau die selbe Lösung.

Wir können jetzt allerdings x1 in die Basis aufnehmen. x4 “ 2 ´ x1 ist
kritisch.

x1 “ 1 ` x4

x2 “ 2 ´ x3 ´ x4

z “ 2 ´ x3 ´ x4

(10)

Wir erhalten eine Optimallösung x “ p2, 2, 0, 0q.

Warning. Bei degenerierten Lösungen müssen wir aufpassen, dass wir nicht
im Kreis laufen.

Definition 64 (Simplex-Tableau). Für eine zulässige BasisB ist das Simplex-
Tableau ein System T pBq von m ` 1 linearen Gleichungen mit Variablen
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x1, . . . , xn und z der F

xB “ p ` QxN

z “ z0 ` rtxN
(11)

Dabei ist xB der Vektor der Basisvariablen, N :“ t1, . . . , nuzB und xN ist
der Vektor der Nicht-Basisvariablen. p ist ein Vektor der Länge m, Q eine
m ˆ pn ´ mq-Matrix, r ein Vektor der Länge n ´ m und z0 P R.

T pBq soll dabei die gleiche Lösungsmenge wie das System Ax “ b, z “ ctx
haben.

Man beachte, dass p durch B indiziert ist (und entsprechend für r ). Insbesonde-
re sind die Zeilen von Q durch B indiziert und die Spalten durch N . Bezeichne
die Einträge von Q mit qij für i P B, j P N .

Wichtige Eigenschaften eines Simplex-Tableau

• x P Rn ist genau dann eine Lösung von Ax “ b, wenn xB “ p ` QxN

• Für jede Lösung x P Rn von Ax “ b gilt ctx “ z0 ` rtxN

Lemma 65. Für jede zulässige Basis B gibt es ein Simplex-Tableau T pBq

Beweis. Setze

• p “ A´1
B b

• Q “ ´A´1
B AN

• r “ cNcN ´ pctBA
´1
B AN qt

• z0 “ ctBA
´1
B b

Dann gilt

xB “ A´1
B b ´ A´1

B ANxn

ðñ ABxB “ b ´ ANxN

ðñ Ax “ b

Außerdem

z “ ctBA
´1
B b ` pctN ´ pctBA

´1
B AN qqxN

“ ctBA
´1
B pb ´ ANxN q ` ctNxN

“ ctBA
´1
B ABxB ` ctNxN

“ ctBxB ` ctNxN

“ ctx
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Notation 65.1. r heißt auch Vektor der reduzierten Kosten.

Lemma 66 (Optimalitätskriterium). Sei T pBq:

xB “ p `QxN

z “ z0 `rtxN

ein Simplextableau für eine zulässige Basis B. Falls r ď 0, dann ist die
Basislösung zu B optimal.

Beweis. Sei x die Basislösung von B. Weben xN “ 0 gilt ctx “ z0p“ ctBA
´1
B bq.

Wenn x˚ irgendeine zulässige Lösung mit Wert z˚ “ ctx˚ ist, dann bilden x˚

und z˚ auch eine Lösung von T pBq und es gilt (wegen r ď 0 und x˚
N ě 0):

z˚ “ z0 ` rtx˚
N ď z0 “ ctx

Lemma 67 (Unbeschränkte Instanzen). Sei T pBq:

xB “ p `QxN

z “ z0 `rtxN

ein Simplextableau für eine zulässige Basis B. Wenn es ein α P N mit rα ą

0 gibt, sodass die Spalte von Q mit Index α nur nicht-negative Einträge
enthält, dann ist das zugehörige LP unbeschränkt.

Beweis. Sei x die zulässige Basislösung für B. Sei K P R mit K ą ctx eine
Konstante. Definiere wie folgt eine neue zulässige Lösung x̃ :

x̃i :“

$

’

&

’

%

K´ctx
rα

für i “ α

xi “ 0 für i P Nztαu

pi ` qiα x̃α für i P B

Dann ist x̃ eine zulässige Lösung mit ctx̃ ě K und das LP somit unbeschränkt.

Lemma 68 (Austauschschritt). Sei T pBq :

xB “ p `QxN

z “ z0 `rtxN

ein Simplextableau für eine zulässige Basis B. Sei α P N ein Index mit
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rα ą 0 und β P B mit qβα ă 0 und
pβ

qβα
“ maxt

pi

qiα
|qiα ă 0, i P Bu. Dann

ist B̃ “ pB Y tαuqztβu eine zulässige Basis.

Beweis. • AB̃ ist regulär:

Wir zeigen, dass A´1
B AB̃ regulär ist, daraus folgt die zu zeigende Aussage.

Bis auf eine Spalte stimmen die Spalten von AB und AB̃ überein. Insbe-
sondere entsteht A´1

B AB̃ aus der mˆm-Einheitsmatrix, indem eine Spalte
ersetzt wird:

A´1
B AB̃ “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1
...

. . .
...

1
...
...
... 1
...

. . .
... 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Die einzige Spalte von A´1
B AB̃ , die kein Einheitsvektor ist, ist A´1

B a¨α,
wobei a¨α die Spalte von A mit Index α sei. Das ist die Spalte mit Index α
von ´Q “ A´1

B AN . Es gilt qβα ‰ 0, daher hat die Matrix A´1
B AB̃ an der

Stelle mit Zeilenindex β und Spaltenindex α einen von 0 verschiedenen
Eintrag.

• Die zugehörige Basislösung ist nichtnegativ:

Wir erhöhen xα auf ´
pβ

qβα
und setzen die Basisvariablen xβ auf p´q¨α

pβ

qβα
,

wobei q¨α die Spalte von Q mit Index α sei. Für i P B mit qiα ě 0
(insbesondere i ‰ β) gilt:

pi ´ qiα
pβ
qβα

ě pi ě 0

Für i P B mit qiα ă 0 gilt:

pβ
qβα

ě
pi
qiα

ùñ pi ě qiα
pβ
qβα

mit Gleichheit bei i “ β.

Folglich ist xβ “ 0 und xB̃ ě 0. Dies ist somit eine zulässige Basislösung

zu B̃.
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Algorithmus 1 : Simplex Algorithmus

Data : A P Rmˆn, b P Rm, c P Rn

Result : x̃ P tx P Rn|Ax “ b, x ě 0u maximizing ctx or infeasible,
unbounded

Berechne eine zulässige Basis B.
Falls keine solche existiert return infeasible

while true do
N :“ t1, . . . , nuzB und berechne eine zulässige Basislösung x für B
Berechne das Simplex-Tableau

xB “ p `QxN

z “ z0 `rtxN

für B.
if r ď 0 then

return x̃ “ x
Wähle α P N mit rα ą 0.
if qiα ě 0 für alle i P B then

return unbounded

Wähle β P B mit qβα ă 0 und
pβ

qβα
“ maxt

pi

qiα
|qiα ă 0, i P Bu.

B :“ pBztβuq Y tαu

Question 68.1. Wie finden wir eine Startlösung?

Das Finden einer Startlösung ist genau so schwer wie das Lösen eines LPs. Wir
können hierzu allerdings den Simplex-Algorithmus zunächst auf ein LP anwen-
den, für das wir eine Startlösung kennen. Sei o.B.d.A. b ě 0. Setze Ã :“ pA|Imq

und füge neue Variablen xn`1, . . . , xn`m hinzu und löse mit x̃ “ px1, . . . , xn`mq

das folgende LP (P̃ ):

max ´pxn`1 ` xn`2 ` . . . ` xn`mq

s.t. Ãx̃ “ b

x̃ ě 0

Für (P̃ ) ist tn ` 1, . . . , n ` mu eine zulässige Basis. Das LP kann also mit
dem Simplex-Algorithmus gelöst werden. Falls der Lösungswert von (P̃ ) ne-
gativ ist, hat das ursprüngliche LP keine zulässige Lösung. Anderenfalls lie-
fert der Simplex-Algorithmus eine Basislösung. Da für diese xn`1 “ xn`2 “

. . . “ xn`m “ 0 gilt, kann man daraus leicht eine zulässige Basislösung des
ursprünglichen LPs konstruieren.

5.1 Pivotregeln
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Question 68.2. Wie wählen wir α und β?

Regeln, die dies festlegen, heißen Pivotregeln.

Example 69 (Pivotregeln). • Largest coefficient rule: Wähle α so,
dass rα maximiert wird. (ursprüngliche Wahl von Dantzig)

• Largest increase rule: Wähle alle Variablen so, dass der Anstieg
der Zielfunktion maximiert wird. (Aufwendig zu überprüfen).

• Steepest edge rule: Wähle α so, dass

ctpxnew´xold
q

}xnew´xold
}

maximiert wird. (Aufwändig, aber gut in der Praxis)

Für alle dieser Regeln ist bekannt, dass es Instanzen gibt, auf denen die Laufzeit
nicht polynomiell ist.

5.1.1 Terminierung

Goal. Finde Pivotregeln, die erzwingen, dass der Simplex-Algorithmus termi-
niert.

Wenn der Algorithmus nicht terminiert, betrachtet er eine Basis B zweimal (und
damit auch unendlich oft). Diese Verhalten heißt Kreiseln. Die Berechnung
zwischen zwei Vorkommen von B nennen wir Kreis. Seien F Ď t1, . . . , nu die
Indizes der Variablen, die während eines Kreises zur Basis hinzugefügt (und
daher auch wieder entfernt werden). Wir nennen xF Kreiselvariablen.

Lemma 70. Wenn der Simplex-Algorithmus kreiselt, sind alle Basislösungen
während des Kreiselns identisch und alle Kreisvariablen sind 0.

Beweis. Der Lösungswert wird während des Algorithmus nie kleiner, kann während
des Kreiselns also auch nicht größer werden.

Sei B eine Basis während des Kreiselns und pB Y tαuqztβu die nächste Basis.

Unter den Nicht-Basisvariablen könnte dabei höchstens xα größer werden. We-
gen rα ą 0 würde das allerdings den Lösungswert erhöhen. Folglich bleiben alle
Nicht-Basisvariablen 0. Da die Nicht-Basisvariablen die gesamte Lösung bestim-
men bleiben alle Variablen unverändert.

Definition 71 (Bland-Regel). Wählen α unter allen Elementen von N mit
rα ą 0 so, dass α minimal ist. Wähle β ebenfalls minimal.
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Remark 71.1. Das ist keine sonderlich intelligente Wahl von α und β,
genügt aber um eine Terminierung zu erzwingen.

Theorem 72. Mit der Bland-Regel als Pivotregel terminiert der Simplex-
Algorithmus nach endlich vielen Schritten.

Beweis. Angenommen der Algorithmus kreiselt mit der Bland-Regel. Sei F die
Indexmenge der Kreiselvariablen. Sei π :“ maxpF q und B die Basis unmittelbar,
bevor π sie betritt.

Sei T pBq wie folgt:
xB “ p `QxN

z “ z0 `rtxN

Sei B1 die Basis unmittelbar, bevor π sie verlässt und T pB1q :

xB1 “ p1 `Q1xN 1

z “ z1
0 `r1txN 1

Nach der Bland-Regel wählen wir sets den kleinsten möglichen Index. Wenn
π “ maxpF q ausgesucht wird, ist π der einzige Kandidat in F , der B betreten
kann. Also:

rπ ą 0 und rj ď 0 für j P N X pF ztπuqp1q

Sei α der Index, der B1 betritt. Sei ist π “ maxpF q der einzige Kandidat aus F ,
der B1 verlassen kann. Wegen p1

j “ 0 für alle j P B1 X F folgt:

q1
πα ă 0 und q1

jα ě 0 für j P B1 X pF ztπuqp2q

Betrachte das folgende Hilfs-LP (P̃ ):

max ctx

s.t. Ax “ b

xF ztπu ě 0

xπ ď 0

xNzF “ 0

Beachte: Es werden keine Bedingungen an die Vorzeichen der Variablen in xBzF

gestellt.

Behauptung 1. (P̃ ) hat eine Optimallösung.
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Unterbeweis. Sei x̃ die zulässige Basislösung des ursprünglichen LPs zur Basis
B. Es gilt x̃π “ 0, somit ist x̃ eine zulässige Lösung von (P̃ ).

Die Kosten einer Lösung x von Ax “ b sind ctx “ z0 ` rtxN . Für jede Lösung
x von (P̃ ) gilt:

xj

#

ě 0 falls j P F ztπu

ď 0 fallsj “ π

Somit ist rjxj ď 0 für alle j P F . Wegen xNzF “ 0 folgt rtxN ď 0 für jede

Lösung x von (P̃ ). Der Wert jeder Lösung von ( P̃ ) ist daher höchstens z0.
Insbesondere ist x̃ eine Optimallösung von (P̃ ). ■

Behauptung 2. (P̃ ) ist unbeschränkt.

Unterbeweis. Wir haben beim Kreiseln immer dieselbe Basislösung. Eine Ba-
sislösung x̃ des ursprünglichen LP zur Basis B ist daher auch eine zulässige
Basislösung zur Basis B1.

Wähle K ą 0 und setze x1
α “ K. Für alle j P N 1ztαu setze x1

j “ x̃j “ 0. Ferner
setzen wir xB1 “ p1 `Q1x1

N 1 . Dies definiert wegen (2) eine zulässige Lösung von
pP̃ q.

Weil α die Basis B1 betreten konnte, gilt r1
α ą 0. Folglich haben wir eine Lösung

mit Wert ctx1 “ z1
0 ` r1tx1

N 1 “ z1
0 ` K ¨ r1

α.

K kann beliebig große gewählt werden, somit ist pP̃ q unbeschränkt und die
Behauptung folgt.

■

Dies liefert offenbar einen Widerspruch.

Example 73 (Klee-Minty-Würfel). Betrachte das folgende LP:

max xn

s.t. ´x1 ď 0

x1 ď 1

εxj´1 ´ xj ď 0 @j P t2, . . . , nu

εxj´1 ` xj ď 1 @j P t2, . . . , nu

Der Lösungsraum dieses LPs heißt Klee-Minty-Würfel. Mit der Bland-
Regel betrachtet der Simplex-Algorithmus (beginndend mit der Ecke p0, ..., 0q

) 2n Basen.

5 DER SIMPLEX-ALGORITHMUS 50



Remark 73.1. Für jede bisher angegebenen Pivotregel konnten Beispiele
gefunden haben, auf der der Algorithmus exponentielle Laufzeit hat.

Question 73.2. Kann man vielleicht allgemein zeigen, dass der Algorith-
mus nicht polynomiell sein kann?

Definition 74. Der kombinatorische Durchmesser eines spitzen Po-
lyeders P ist der Durchmesser (größeter Abstand zwischen zwei Knoten)
des ungerichteten Graphen GP , wobei V pGP q die Menge der Ecken von P
ist, und zwei Knoten genau dann durch eine Kante in GP verbunden sind,
wenn es eine Fläche der Dimension 1 gibt, die diese Ecken enthält.

Ohne Annahmen über die Startlösung ist der kombinatorische Durchmesser eine
untere Schranke für die Laufzeit des Simplex-Algorithmus.

Remark 74.1. Es ist nicht bekannt, ob der kombinatorische Durchmesser
polynomiell (oder sogar linear) beschränkt in der Eingabegröße ist.

Definition 75 (Revidierter Simplex-Algorithmus). Die explizite Berech-
nung des Simplex-Tableaus ist recht zeitaufwendig und kann vermieden
werden. Die m ˆ pn ´ mq-Matrix Q muss nicht vollständig gespeichert
werden. Es reicht, die Spalte von Q für den Index α P N mit rα ą 0, den
man auswählt, zu berechnen (Spaltenerzeugung), da Q “ ´A´1

B AN . Die
Matrix A´1

B muss nicht explizit bestimmt werden. Es reicht, Gleichungssys-
teme der Form ABy “ d zu lösen. Dazu kann man z.B. eine LU-Zerlegung
von AB verwalten und geeignet aktualisieren.

Der Simplex-Algorithmus mit diesen Anpassungen heißt revidierter Simplex-
Algorithmus.

Definition 76 (Dualer Simplex-Algorithmus). Sei T pBq:

xB1 “ p1 `Q1xN 1

z “ z1
0 `r1txN 1

ein Simplex-Tableau. Während des (primalen) Simplex-Algorithmus gilt
die Invariante p ě 0, das ist äquivalent zur (primalen) Zulässigkeit. Sobald
r ď 0 gilt, ist die Lösung optimal. Dann ist ỹ “ A´1

B
tcB eine optimale

Lösung des dualen LPs mintbty ě 0u. Dabei ist r ď 0 äquivalent zur
dualen Zulässigkeit.

Im dualen Simplex-Algorithmus bleibt die duale Zulässigkeit (d.h. r ď

0 ) stets garantiert, während die primale Zulässigkeit (p ě 0 ) erst am Ende
erreicht wird.
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Der duale Algorithmus hat dieselbe Effizienz wie der primale Algorithmus. Ein
Vorteil ist, dass beim nachträglichen Hinzufügen von Nebenbedingungen die
duale Lösung zulässig bleibt.

6 Der Netzwerk-Simplex-Algorithmus

Idea. Wende den Simplex-Algorithmus an, um Min-Cost-Flow-Probleme zu
lösen. Die Laufzeit ist wie im allgemeinen Fall: Es ist keine polynomielle Laufzeit
beweisbar, in der Praxis ist der Algorithmus allerdings recht gut. Der Algorith-
mus kann auch als rein kombinatorischer Algorithmus angesehen werden.

Definition 77. Sei G ein gerichteter Graph mit Kapazitäten u : EpGq ą

Rą0 und Zahlen b : V pGq Ñ R mit
ř

vPV pGq bpvq “ 0.

Ein zulässiger b-Fluss in pG, u, bq ist eine Abbildung f : EpGq Ñ Rě0

mit

• @e P EpGq : fpeq ď upeq

• @v P V pGq :
ř

ePδ`
Gpvq

fpeq ´
ř

ePδ´
Gpvq

fpeq “ bpvq.

Notation 77.1. Es heißt bpvq die Balance von v. Wenn bpvq ą 0, nennen
wir bpvq Angebot, falls bpvq ă 0 Nachfrage.

Knoten v von G mit bpvq ą 0 heißen Quellen, Knoten mit bpvq ă 0 heißen
Senken.

Problem (Minimum-Cost-Flow-Problem). Gegeben sei ein gerichteter Graph
G, Kapazitäten u : EpGq Ñ Rą0, Balancen b : BpGq Ñ R mit

ř

v bpvq “ 0 und
Kantenkosten c : EpGq Ñ R.

Gesucht ist ein b-Fluss f , der
ř

ePEpGq cpeq ¨ fpeq minimiert.

Definition 78. Sei G ein gerichteter Graph.

• Für e “ pv, wq sei ÐÝe “ pw, vq die Rückwärtskante.

• Definiere
Ø

G durch V p
Ø

Gq :“ V pGq und Ep
Ø

Gq :“ EpGq\tÐÝe |e P EpGqu

• Kantenkosten werden durch cpÐÝe q :“ ´cpeq erweitert.

• Sei pG, u, b, cq eine Instanz von Minimum-Cost-Flow und f ein b-
Fluss. Der Residualgraph Gu,f ist definiert durch V pGu,f q :“ V pGq

und EpGu,f q :“ te P EpGq|fpeq ă upequ \ tÐÝe P Ep
Ø

Gq|fpeq ą 0u.

• Für e P EpGq definieren wir die Residualkapazität durch uf peq :“
upeq ´ fpeq und uf pÐÝe q :“ fpeq.
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Definition 79. Wenn P ein Teilgraph des Residualgraphs Gu,f ist, dann
heißt Augmentieren von f entlang P und γ ą 0, dass man f auf den
Vorwärtskanten in P um γ erhöht und auf den Rückwärtskanten in P um
γ verringert.

Definition 80. Sei pG, u, b, cq eine Instanz des Min-Cost-Flow-Problems.
Ein b-Fluss f in pG, uq heißt Baumlösung, wenn der Graph pV pGq, te P

EpGq|0 ă fpeq ă upequq keinen ungerichteten Kreis enthält.

Lemma 81. Sei pG, u, b, cq eine Instanz des Min-Cost-Flow-Problems. Ein
b-Fluss f ist genau dann eine Baumlösung, wenn x̃ P REpGq mit x̃e “ fpeq

eine Ecke des Polytops

"

x P REpGq |
@e P EpGq : 0 ď xe ď upeq,
@v P V pGq :

ř

ePδ`pvq xe ´
ř

ePδ´pvq xe “ bpvq

*

Beweis. “ ùñ ” Sei f eine Baumlösung und x̃ P REpGq mit x̃e “ fpeq für alle
e P EpGq.

Für jede Kante e P EpGq mit fpeq “ 0 betrachte die Bedingung xe ě 0. Für jede
Kante e P EpGq mit fpeq “ upeq betrachte die Bedingung xe ď upeq. Für jede
Zusammenhangskomponente von pV pGq, te P EpGq|0 ă fpeq ă upequ betrachte
für alle Knoten bis auf einen die Gleichung

ř

ePδ`
Gpvq

xe ´
ř

ePδ´
Gpvq

xe “ bpvq.

Dies sind |EpGq| linear unabhängige Nebenbedingungen, die alle von x̃ mit
Gleichheit erfüllt werden. Somit ist x̃ eine Ecke des Polyeders.

“ ðù ” Sei f ein b-Fluss und sei x̃ P REpGq mit x̃e “ fpeq. Sei x̃ keine
Baumlösung.

Dann enthält pV pGq, te P EpGq|0 ă fpeq ă upequ einen ungerichteten Kreis C.

Wähle ε ą 0 mit ε ď mintmintfpeq, upeq ´ fpequ|e P EpGqu. Fixiere eine der
beiden möglichen Orientierungen von C.

x1 P REpGq entstehen, indem x̃ entlang C in dieser Orientierung um ε aug-
mentiert werde. x2 P REpGq entstehe, indem x̃ entlang C in der umgekehrten
Orientierung von ε augmentiert werde.

Dann ist x̃ “ 1
2 px1 ` x2q, somit keine Ecke des Polyeders.

Corollary 82. Sei pG, u, b, cq eine Instanz des Min-Cost-Flow-Problems.
Wenn es einen b-Fluss pG, uq gibt, dann gibt es eine Optimallösung von
pG, u, b, cq, die eine Baumlösung ist.
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Beweis. In spitzen Polyedern wird das Minimum einer linearen Funktion in einer
Ecke angenommen.

Definition 83. Sei pG, u, b, cq eine Minimum-Cost-Flow-Instanz mit zu-
sammenhängendem G.

Eine Spannbaum-Struktur ist ein Quadrupel pr, T, L, Uq, wobei r P

V pGq, EpGq “ T \ L \ U , |T | “ |V pGq| ´ 1 und pV pGq, T q keinen un-
gerichteten Kreis enthalte.

Der zu pr, T, L, Uq assoziierte b-Fluss f ist definiert durch

• fpeq “ 0 für e P L

• fpeq “ upeq für e P U

• fpeq “
ř

vPCe
bpvq `

ř

e1PUXδ´pCeq upe1q ´
ř

e1PUXδ`pCeq upe1q für e P

T , wobei Ce die Knotenmenge der Zusammenhangskomponente von
pV pGq, T zteuq ist, die v enthalte (für e “ pv, wq ).

Die Struktur pr, T, L, Uq heißt zulässig, wenn 0 ď fpeq ď upeq für alle
e P T gilt. Eine Kante pv, wq P T heißt Abwärtskante, wenn v auf dem
ungerichteten r ´ w-Weg in T liegt. Sonst heißt sie Aufwärtskante.

Observe. Der zu pr, T, L, Uq assoziierte b-Fluss erfüllt immer die Flusserhal-
tungsgleichungen, ist aber nicht unbedingt zulässig.

Definition 84. Eine zulässige Spannbaum-Struktur pr, T, L, Uq heißt stark
zulässig, wenn 0 ă fpeq für jede Abwärtskante e P T und fpeq ă upeq für
jede Aufwärtskante e P T .

Observe. In einer stark zulässigen Spannbaum-Struktur kann stets in Richtung
von r augmentiert werden.

Definition 85. Sei pr, T, L, Uq eine Spannbaum-Struktur. Die eindeutig
bestimmte Funktion π.V pGq Ñ R mit πprq “ 0 und cπpeq :“ cpeq ´ πpvq `

πpwq “ 0 für alle e P pv, wq P T heißt das zu pr, T, L, Uq assoziierte
Potential.

Observe. Die π-Werte in einem zu pr, T, L, Uq assoziierten Potential geben den
Abstand zu r in pV pGq, T q an.

Theorem 86. Zu gegebenen pG, u, b, cq und gegebener Spannbaum-Struktur
pr, T, L, Uq können der b-Fluss f und das Potential π zu pr, T, L, Uq in Zeit
Opmq berechnet werden.

Beweis. Verwende Breitensuche, um π zu berechnen. Von den Blättern ausge-
hend können ferner in linearer Zeit die Flusswerte auf T berechnet werden.
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Observe. • Für eine Kante e “ pv, wq P L sind cπpeq die reduzierten Kos-
ten der zugehörigen Nicht-Basisvariablen.

• Für eine Kante e P U sind ´cπpeq die reduzierten Kosten der zugehörigen
Nicht-Basisvariablen (d.h. der Slack-Variablen).

Theorem 87. Sei pr, T, L, Uq eine zulässige Spannbaum-Struktur und π
das zugehörige Potential. Wenn cπpeq ě 0 für alle e P L und cπpeq ď 0 für
alle e P U , dann ist der zu pr, T, L, Uq gehörige b-Fluss optimal.

Beweis. In diesem Fall haben alle Nicht-Basisvariablen nicht-negative Kosten.
In Minimierungsproblemen bedeutet das, dass die Lösung optimal ist.

Definition 88. Für eine Kante e “ pv, wq P Ep
Ø

GqzT mit ÐÝe R T heißt e zu-
sammen mit dem w-v-Weg, der nur aus Kanten in T und Rückwärtskanten
von Kanten in T besteht, Fundamentalkreis von e.

Der Knoten im Kreis, der am nächsten zu r liegt, heißt Gipfel von e.

Observe. Es sind πpwq die Kosten des Weges in T von r zu w und πpvq die
Kosten des Weges von r zu v. Insbesondere ist cπpeq gleich der Kosten des
Fundamentalkreises von e.

Theorem 89. Der Netzwerk-Simplex-Algorithmus terminiert nach endlich
vielen Schritten und berechnet eine Optimallösung.

Beweis. Die Optimalität der Lösung folgt aus dem vorigen Satz.

Übung: Zeigen, dass f und π nach einer Iteration weiter der zu pr, T, L, Uq

gehörende Fluss und das zugehörige Potential sind.

Behauptung 1. pr, T, L, Uq bleibt stark zulässig.

Unterbeweis. Die Zulässigkeit folgt aus der Wahl von γ. Da e1 stets als letzte
Kante aus dem Fundamentalkreis gewählt wird, ist pr, T, L, Uq außerdem stark
zulässig.

■

Behauptung 2. Der Algorithmus terminiert.

Unterbeweis. Wir zeigen, dass nie dieselbe Baumstruktur zweimal betrachtet
wird. Die Kosten des Flusswertes ändern sich um γ ¨ |ρ|, falls γ ą 0 sind wir
daher fertig (der Flusswert wird nie verschlechtert).
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Algorithmus 2 : Netzwerk Simplex Algorithmus

Data : Eine Instanz pG, u, b, cq von Min-Cost-Flow und eine stark
zulässige Spannbaumstruktur pr, T, L, Uq

Result : Ein kostenminimaler Fluss f
Berechne den zu pr, T, L, Uq gehörenden b-Fluss f sowie π.
while true do

Sei e0 P te P L|cπpe0q ă 0u Y te P U |cπpeq ą 0u

if keine solche Kante existiert then
return f

else
Sei C der Fundamentalkreis von e (bzw. ÐÝe falls e P U) und
ρ :“ cπpeq

γ :“ mine1PEpCq uf pe1q

e1 :“ letzte Kante auf C mit uf pe1q “ γ (vom Gipfel aus)
e1 :“ zu e1 zugehörige Kante in G (d.h. e1 “ e1 oder e1 “ ÐÝe1)
Entferne e aus L oder U
T :“ pT Y te0uqzte1u

if e1 “ e1 then
U :“ U Y te1u

else
L :“ L Y te1u

Augmentiere f entlang C um γ.
Sei X die Zusammenhangskomponente von pV pGq, T zte0uq, welche r
enthält.

if e0 P δ`pXq then
πpvq :“ πpvq ` ρ für alle v P V pGqzX

if e0 P δ´pXq then
πpvq :“ πpvq ´ ρ für alle v P V pGqzX
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Angenommen γ “ 0. Falls e0 ‰ e1, dann gilt e0 P L X δ´pXq oder e0 P U X

δ`pXq. Folglich wird
ř

vPV pGq πpvq größer. Solange keine Iteration mit γ ą 0
durchgeführt wird, wird dieser Wert nicht kleiner.

Angenommen e0 “ e1. Dann ist X “ V pGq und
ř

vPV pGq πpvq bleibt gleich.

Aber |te P L|cπpeq ă 0u| ` |te P U |cπpeq ą 0u wird um 1 kleiner. ■

Question 89.1. Wie finden wir eine stark zulässige Startlösung?

Verbinde r mit hinreichend teuren Kanten mit jedem Knoten. Wähle den Fluss
entsprechend (die Richtung der Kanten seien je nach b-Wert des Knotens gewählt).
Die Kapazitäten seien dabei so gewählt, dass uppv, rqq “ bpvq`1, bzw. uppr, vqq “

´bpvq.

T bestehe aus den neuen Kanten. Außerdem sei L :“ EpGq und U :“ H.
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7 Größen von Lösungen

Definition 90. Sei n P Z. Wir definieren

sizepnq :“ 1 ` rlogp|n| ` 1qs

Für p, q P Z teilerfremd sei

size

ˆ

p

q

˙

:“ sizeppq ` sizepqq

Für A P Qmˆn sei
sizepAq :“ nm `

ÿ

i,j

sizepai,jq

Man sieht leicht:

Theorem 91. Für r1, . . . , rn P Q gilt:

(a) size p
ś

i riq ď
ř

i sizepriq

(b) size p
ř

i riq ď 2
ř

i sizepriq

Theorem 92. Für x, y P Qn gilt:

(a) sizepx ` yq ď 2psizepxq ` sizepyqq

(b) sizepxtyq ď 2psizepxq ` sizepyqq

Theorem 93. Für jede Matrix A P Qnˆn gilt sizepdetpAqq ď 2 sizepAq.

Beweis. SeiA “ p
pij

qij
qi,j , wobei ggTppij , qijq “ 1. Sei ferner detpAq “

p
q (vollständig

gekürzt).

Dann ist |detpAq| ď
śn

i“1

śn
j“1 p|pij | ` 1q und |q| ď

śn
i“1

śn
j“1 |qij |. Folglich

ist
sizepqq ď sizepAq

und

|p| “ |detpAq| ¨ |q| ď

n
ź

i“1

n
ź

j“1

pp|pij | ` 1q|qij |q

Folglich ist sizeppq ď
řn

i“1

řn
j“1psizeppijq ` 1 ` sizepqijqq “ sizepAq und es folgt

die Aussage.
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Theorem 94. Sei maxtctx|Ax ď bu ein zulässiges und beschränktes linea-
res Programm mit A P Qmˆn und b P Qm. Dann gibt es eine optimale
(rationale) Lösung x mit sizepxq ď 4npsizepAq ` sizepbqq. Wenn b “ ei
oder b “ ´ei für einen Einheitsvektor ei gilt, dann gibt es eine reguläre
Teilmatrix A1 von A und eine Optimallösung x mit sizepxq ď 4n sizepA1q.

Beweis. Das Optimum wird in einer minimalen Fläche F von P “ tx P Rn|Ax ď

bu angenommen.

Wir können F schreiben als F “ tx P Rn|Ãx “ b̃u wobei Ã ein Teilsystem mit
linear unabhängigen Zeilen ist.

Wähle B Ď t1, . . . , nu, so dass ÃB eine reguläre, quadratische Matrix ist. x mit
xB “ Ã´1

B b̃ und xN “ 0 mit N “ t1, . . . , nuzB ist eine optimale LP-Lösung.

Nach der Cramerschen Regel können die Einträge von xB als

xj “
det

´

Ãj

¯

detpÃBq

wobei Ãj aus ÃB entsteht, indem die j-te Spalte durch b̃ ersetzt wird.

Folglich ist

sizepxq ď n ` 2
ÿ

j

psizepÃjq ` sizepÃBqq ď n ` 4npsizepAq ` sizepbqq

Falls b P tei,´eiu ist, dann ist | detpÃjq| der Absolutbetrag einer Determinante

einer Teilmatrix von ÃB .

Corollary 95. Sei maxtctx|Ax ď bu ein zulässiges und beschränktes li-
neares Programm mit A P Qmˆn und b P Qm. Dann gibt es eine optimale
(rationale) Lösung x, sodass für jeden von 0 verschiedenen Eintrag xj von
x gilt:

|xj | ě 2´4npsizepAq`sizepbq

Beweis. Es gibt eine Optimallösung x, sodass für jeden Eintrag xj von x gilt:

sizepxjq ď 4npsizepAq ` sizepbqq

Da jede positive Zahl, die kleiner als 2´4npsizepAq`sizepbqq ist, eine size hat, die
größer als 4npsizepAq ` sizepbqq ist, folgt die Behauptung.
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7.1 Gauß-Elimination

Wir wollen ein Gleichungssystem Ax “ b lösen.

Transformiere A dazu in eine obere rechte Dreiecksmatrix mit folgenden erlaub-
ten Schritten:

• Addiere ein Vielfaches einer Zeile zu einer anderen.

• Vertausche zwei Spalten

• Vertausche zwei Zeilen

Aus AlMa 1 ist bekannt, dass hierfür OpmnprankpAq`1qq elementare Operatio-
nen ausreichen. Um eine polynomielle Laufzeit beweisen zu können, muss jedoch
noch gezeigt werden, dass alle auftretenden Zahlen mit polynomiell vielen Bits
geschrieben werden können.

Sei Ã “

ˆ

B C
0 D

˙

eine Matrix, die während der Gauß-Elimination betrachtet

wird. B ist dann eine rechte obere k ˆ k-Dreiecksmatrix. Zur Abschätzung der
Größe der Zahlen sind Zeilen- und Spaltenvertauschungen nicht relevant. Für
jeden Eintrag dij von D gilt detpÃ1...k,k`1

1...k,k`j q “ dij ¨ detpÃ1...k
1...kq wobei M i1...ik

die Untermatrix einer Matrix M mit Zeilenindizes i1, . . . , ik und Spaltenindizes
j1, . . . , jk ist.

Das Addieren eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen ändert nichts an den
Determinanten.

Folglich kann dij (und damit auch jede andere auftretende Zahl) als Quotient
von Determinanten von Untermatrizen von A geschrieben werden.

Folglich ist sizepdijq ď 4 sizepAq. Da alle während des Gauß-Algorithmus auf-
tretenden Zahlen von dieser Form sind, folgt:

Theorem 96. Die Gauß-Elimination hat polynomielle Laufzeit.

Corollary 97. Folgende Probleme können in polynomieller Laufzeit gelöst
werden:

• Lösen eines Gleichungssystems

• Determinantenberechung

• Berechnung des Rangs einer Matrix

• Invertieren einer regulären Matrix

• Überprüfen von linearer Unabhängigkeit
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8 Die Ellipsoid-Methode

8.1 Idealisierte Ellipsoid-Methode

Die Ellipsoid-Methode ist der erste Algorithmus zur LP-Lösung mit beweisbar
polynomieller Laufzeit.

Der Algorithmus wurde von Khachiyan 1979 entwickelt. In der Grundversion
wird nur entschieden, ob ein Polyeder leer ist. Der Algorithmus kann verwendet
werden, ohne dass alle Nebenbedingungen aufgelistet werden müssen. Er ist
auch für andere (nicht-lineare) Optimierungsprobleme geeignet.

Definition 98. Eine Menge E P Rn ist ein Ellipsoid, wenn es einen Vektor
s P Rn und eine reguläre Matrix M P Rnˆn gibt, sodass

E “ tMx ` s|x P Bnu

wobei Bn “ tx P Rn|xtx ď 1u die n-dimensionale Einheitskugel ist.

Kurznotation: E “ s ` MBn.

Definition 99. Eine symmetrische Matrix A heißt positiv definit, wenn
xtAx ą 0 für alle x ‰ 0 gilt. Sie heißt positiv semidefinit, wenn xtAx ě 0
für alle x gilt.

Remark 99.1. Eine nˆn-Matrix Q ist genau dann positiv definit, wenn es
eine nicht-singuläre Matrix M mit Q “ MM t gibt (Cholesky-Zerlegung).

Lemma 100. Eine Menge E Ď Rn ist genau dann ein Ellipsoid, wenn es
eine symmetrische positiv definite nˆn-Matrix Q und einen Vektor s P Rn

mit E “ tx P Rn|px ´ sqtQ´1px ´ sq ď 1u gibt.

Beweis. E Ď Rn ist genau dann ein Ellipsoid, wenn es eine reguläre Matrix
M P Rnˆn und einen Vektor s P Rn gibt, mit

E “ pMx ` s|x P Bnq

“ ty P Rn|M´1py ´ sq P Bnu

“ ty P Rn|py ´ sqtpM´1qtM´1py ´ sq ď 1u

Das ist äquivalent zur Existenz einer positiv definiten Matrix Q mit E “ ty P

Rn|py ´ sqtQ´1py ´ sq ď 1u.

Goal. Finde ein Ellipsoid mit kleinstem Volumen, das eine Halbkugel der Ein-
heitskugel Bn enthält.
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Ansatz: Wähle als Mittelpunkt des Ellipsoids eine Position c ¨ e1. Kandidaten
für das Ellipsoid sind gegeben durch Matrizen Q´1 der Form

Q´1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

α2 0 . . . 0

0 β2
...

...
. . . 0

0 . . . 0 β2

˛

‹

‹

‹

‹

‚

E “

#

x P Rn | αpx1 ´ cq ` β
n

ÿ

i“2

xi ď 1

+

wobei α, β und c zu bestimmen sind.

Wunsch 1: e1 soll auf dem Rand von E liegen. Fordere: α2p1 ´ cq2 “ 1, d.h.

α2 “
1

p1 ´ cq2
(12)

Wunsch 2: Die Punkte tx P Rn|x1 “ 0u, die auf dem Rand von Bn liegen, sollen
auf dem Rand von E liegen. Fordere α2c2 ` β2 “ 1 und somit:

β2 “ 1 ´ α2c2 “ 1 ´
c2

p1 ´ cq2
“

1 ´ 2c

p1 ´ cq2
(13)

Lemma 101. Das Volumen eines Ellipsoids E “ tx P Rn|px ´ sqQ´1px ´

sq ď 1u ist volpEq “
a

detpQq ¨ volBn

Beweis. Aus der Maßtheorie bekannt.

Das Ziel ist daher, die Determinante von Q1 zu minimieren. Es ist

a

detQ´1 “

b

α´1β´pn´1q

Wir wollen folglich ein c finden, welches p1´cq
2n

p1´2cqn´1 minimiert. Es ist B
Bc

p1´cq
2n

p1´2cqn´1 “

2pn´1qp1´cq
2n

p1´2cqn
´

2np1´cq
2n´1

p1´2cqn´1 genau dann 0, wenn 2pn´1qp1´cq

1´2c “ 2n. Folglich muss

2pn ´ 1q ´ 2cpn ´ 1q “ 2n ´ 4cn und cp2n ´ pn ´ 1qq “ 1 gelten. Daher wird

das Volumen durch c :“ 1
n`1 minimiert und wir erhalten α2 “

pn`1q
2

n2 sowie

β2 “ n2
´1

n2 .

Lemma 102 (Halbkugel-Lemma). Bn X tx P Rn|x1 ě 0u Ď E mit

E “

#

x P Rny
pn ` 1q2

n2

ˆ

x1 ´
1

n ` 1

˙2

`
n2 ´ 1

n2

i
ÿ

l“2

x2
i ď 1

+
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Außerdem ist volpEq

volBn ď e´ 1
2pn`1q .

Beweis. Sei x P Bn X tx P Rn|x1 ě 0u. Es gilt

n
ÿ

i“2

x2
i ď 1 ´ x2

1

Daher genügt es zu zeigen, dass

gpx1qi :“
pn ` 1q2

n2

ˆ

x1 ´
1

n ` 1

˙2

`
n2 ´ 1

n2

`

1 ´ x2
1

˘

ď 1

Für x1 “ 0 gilt: gp0q “
pn`1q

2

n2
1

pn`1q2
` n2

´1
n2 “ 1. Für x1 “ 1 gilt: gp1q “

pn`1q
2

n2

´

n
n`1

¯2

“ 1. g ist eine quadratische Funktion und der Koeffizient von x2
1

ist pn`1q
2

n2 ´ n2
´1

n2 ą 0, folglich handelt es sich um eine konvexe Funktion. Daher
gilt gpx1q ď 1 für alle x1 P r0, 1s.

Für das Volumen gilt:

volpEq

volBn
“

a

detQ

“
1

α ¨ βpn´1q

“
n

n ` 1

ˆ

n2

n2 ´ 1

˙

n´1
2

“

ˆ

1 ´
1

n ` 1

˙ ˆ

1 `
1

n2 ´ 1

˙

n´1
2

1`xďex

ď e´ 1
n`1 ¨ e

n´1

2pn2´1q

“ e´ 1
2pn`1q

Wir haben nicht gezeigt, dass dies das kleinste Ellipsoid ist (obwohl das der Fall
ist), es genügt uns zu zeigen, dass das Ellipsoid klein genug ist.

Lemma 103 (Halb-Ellipsoid-Lemma). Sei E “ p ` tx P Rn|x2Q´1x ď 1u

ein Ellipsoid und a P Rn mit atQa “ 1. Dann gilt

E X tx P Rn|atx ě atpu Ď E1

mit

E1 “ p `
1

n ` 1
Qa `

"

x P Rn|
n2 ´ 1

n2
xt

ˆ

Q´1 `
2

n ´ 1
aat

˙

x ď 1

*

8 DIE ELLIPSOID-METHODE 63



und
volpE1q

volpEq
ď e´ 1

2pn`1q

Beweis. Lang und nervig

Sei M eine reguläre n ˆ n-Matrix mit Q “ MM t. O.B.d.A ist atM “ et1
und somit Qa “ MM ta “ MpatqMq4 “ Me1 (sonst multipliziere M mit einer
Rotationsmatrix, die atM auf e1 abbildet. Dann gilt:

E X tx P Rn|atx ě atpu

“ pp ` MBnq X tx P Rn|atx ě atpu

“ p ` pMBn X tx P Rn|atpx ` p ě atpuq

“ p ` pMBn X tx P Rn|atx ě 0uq

“ p ` MpBn X M´1tx P Rn|atx ě 0uq

“ p ` MpBn X tx P Rn|atMx ě 0uq

“ p ` MpBn X tx P Rn|atMx ě 0uq

“ p ` MpBn X tx P Rn|et1x ě 0uq

Lemma 102
Ď p `

1

n ` 1
Me1 ` Mtx P Rn|

n2 ´ 1

n2
xt

ˆ

IN `
2

n ´ 1
e1e

t
1

˙

x ď 1u

“ p `
1

n ` 1
Me1 ` Mtx P Rn|

n2 ´ 1

n2
xt

ˆ

IN `
2

n ´ 1
e1e

t
1

˙

x ď 1u

“ p `
1

n ` 1
Qa ` tx P Rn|

n2 ´ 1

n2
xt

ˆ

Q´1 `
2

n ´ 1
aat

˙

x ď 1u

Wir können E1 in Standardform schreiben als

E1 “ p `
1

n ` 1
Qa ` tx P Rn|xtQ̃´1x ď 1u

mit

Q̃ “
n2

n2 ´ 1

ˆ

Q ´
2

n ` 1
QaatQt

˙

. Denn

n2 ´ 1

n2

ˆ

Q´1 `
2

n ´ 1
aat

˙

n2

n2 ´ 1

ˆ

Q ´
2

n ` 1
QaatQt

˙

“ In ´
2

n ` 1
aatQt `

2

n ´ 1
aatQ ´

4

n2 ´ 1
a atQa

loomoon

“1

atQt

“ In
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Es ist volpE1
q

volpEq
“

b

detpQ̃q

detpQq
und außerdem

detpQ̃q

detpQq
“ det

ˆ

n2

n2´
1

ˆ

In ´
2

n ` 1
aatQt

˙˙

“

ˆ

n2

n2 ´ 1

˙n

det

ˆ

In ´
2

n ` 1
aatQt

˙

“

ˆ

n2

n2 ´ 1

˙n ˆ

1 ´
2

n ` 1

˙

Eigenwerte von In ´ 2
n`1aa

tQt sind 1 ´ 2
n`1 (zum Eigenvektor a) und 1. Die

Determinante ist Produkt der Eigenwerte. Daher folgt

d

detpQ̃q

detpQq
ď

ˆ

n2

n2 ´ 1

˙

n
2

ˆ

1 ´
2

n ` 1

˙
1
2

“
n

n ` 1

ˆ

n2

n2 ´ 1

˙

n´1
2

Wie beim Halbkugellemma
ď e´ 1

2pn`1q

Remark 103.1. Das Ellipsoid E1 wird auch Löwner-John Ellipsoid ge-
nannt. Es ist das kleinste Ellipsoid, welches EXtx P Rn|atx ě atpu enthält.

Definition 104. Ein Separationsorakel für eine konvexe Menge K Ď Rn

ist ein Black-Box-Algorithmus, der zu gegebenem x P Rn entweder einen
Vektor a P Rn mit aty ą atx für alle y P K zurückgibt oder ausgibt, dass
x P K gilt.

Observe. Zu einem gegebenen A P Qmˆn und b P Qm kann ein Separationso-
rakel für tx P Rn|Ax ď bu in Opmnq arithmetischen Operationen implementiert
werden.

Theorem 105. Zu einem durch ein Separationsorakel gegebenen K Ď Rn,
ε ą 0 und R mit K Ď tx P Rn|xtx ď Ru kann man mit Opnpn lnpRq `

lnp 1
ε qqq Iterationen des idealisierten Ellipsoid-Verfahrens ein x P K be-

rechnen oder korrekterweise volpKq ă ε ausgeben. Jede Iteration benötigt
einen Orakelaufruf, Opn2q arithmetische Standardoperationen und die Be-
rechnung einer Quadratwurzel von einer reellen Zahl.

Beweis.

Behauptung 1. In jeder Iteration ist K enthalten in pk`tx P Rn|xtA´1
k x ď 1u

8 DIE ELLIPSOID-METHODE 65



Algorithmus 3 : Idealized Ellipsoid Algorithm

Data : Separationsorakel für K Ď Rn (konvex, abgeschlossen), R ą 0 mit
K Ď tx P Rn|xtx ď R2u, ε ą 0

Result : x P K oder “volpKq ă ε”
p0 :“ 0, A0 :“ R2In
NpR, εq :“

X

2pn ` 1qpn lnp2Rq ` lnp 1
ε qq

\

for k “ 0, . . . , NpR, εq do
if pk P K then

return pk

Sei a P Rn ein Vektor mit aty ą atpk für alle y P K.
bk :“ Aka?

atAka

pk`1 :“ pk ` 1
n`1bk

Ak`1 :“ n2

n2´1

´

Ak´1 ´ 2
n`1bkb

t
k

¯

return “volpKq ă ε”

Unterbeweis. Für k “ 0 ist dies trivial. Die Aussage folgt durch induktives An-
wenden des Halb-Ellipsoid-Lemma (Lemma 103) auf Q “ Ak und a “ a?

atAka
.

■

Behauptung 2. Nach N pR, εq Iterationen ist volppk ` tx P Rn|xtA´1
k x ď

1uq ă ε.

Unterbeweis. Es gilt vol ptx P Rn|xtx ď Ruq ď volpr´R,Rsnq “ 2nRn. In jeder
Iteration wird das Volumen von

Ek “ pk ` tx P Rn|xtA´1
k x ď 1u

mindestens um den Faktor e´ 1
2pn`1q verringert.

Folglich ist

volpEkq ď e´ K
2pn`1q 2nRn

Mit k “ NpR, εq folgt die Aussage. ■

8.2 Fehleranalyse

Problem. Wir können in bk :“ Aka?
atAka

die Wurzel nicht exakt ausrechnen.

Wir müssen daher mit gerundeten Zwischenlösungen rechnen.

Es seien p̃k und Ãk die exakten Werte (die allerdings aus gerundeten Werten
der vorigen Iteration berechnet werden) und pk, Ak gerundetete Werte.
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Seien Ẽk und Ek die zugehörigen Ellipsoide.

Sei δ eine obere Schranke für den absoluten Rundungsfehler, also }pk ´ p̃k}8 ď δ
und }Ak ´ Ãk}8 ď δ

Beim Runden der Einträge in Ãk sorgen wir dafür, dass die Matrix symmetrisch
bleibt.

Sei Γk “ Ak ´ Ãk und ∆k “ pk ´ p̃k.

Es sei } ¨ } für Vektoren die Euklidische Norm und für Matrizen die induzierte
Operator-Norm.

Wir können annehmen, dass für jedes x P K gilt:

px ´ p̃kqtÃ´1
k px ´ p̃kq ď 1

Für pk und Ak muss das aber nicht gelten. Daher vergrößern wir das Ellipsoid in
jeder Iteration leicht durch Skalierung von Ãk um den Faktor µ “ 1 ` 1

2npn`1q
.

Wir ersetzen Ãk durch µÃk (das Ergebnis heiße im Folgenden wieder Ãk ).

Dann gilt für x P K:

px ´ p̃kqtÃ´1
k px ´ p̃kq ď

1

1 ` 1
2npn`1q

“
2n2 ` 2n

2n2 ` 2n ` 1
ă 1 ´

1

4n2

Mit einer langen und nervigen Rechnung folgt, dass das genügt, um die ur-
sprüngliche Bedingung auch nach Runden noch zu erfüllen.

Theorem 106. Es sei in Iteration k der Ellipsoid-Methode δ ď 1
12nk

4

gewählt. Dann gilt:

(a) Ak ist positiv definit.

(b) }pk} ď Rk
2 , }p̃k} ď Rk

2

(c) }Ak} ď R22k, }Ãk} ď R22k

(d) }A´1
k } ď R´24k, }Ã´1

k } ď R´24k

Goal. Wähle δ so, dass

•

2
?
nδ}Ã´1

k }pR ` }p̃k}q ` nδ2}Ã´1
k } ` pR ` }pk}q2}A´1

k }}Ã´1
k }nδ ď

1

4n2

• δ}Ã´1
k`1} ď 1

4pn`1q3
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Algorithmus 4 : Ellipsoid Algorithm

Data : Separationsorakel für K Ď Rn (konvex, abgeschlossen), R ą 0 mit
K Ď tx P Rn|xtx ď R2u, ε ą 0

Result : x P K oder “volpKq ă ε”
p0 :“ 0, A0 :“ R2In
NpR, εq :“

X

8pn ` 1qpn lnp2Rq ` lnp 1
ε qq

\

for k “ 0, . . . , NpR, εq do
if pk P K then

return pk

Sei a P Rn ein Vektor mit aty ą atpk für alle y P K.
bk :“ Aka?

atAka

pk`1 eine Approximation von ˜pk`1 :“ pk ` 1
n`1bk mit Fehler ď δ

Ak`1 eine symmetrische Approximation von
˜Ak`1 :“ n2

n2´1

´

Ak´1 ´ 2
n`1bkb

t
k

¯

mit Fehler ď δ

return “volpKq ă ε”

Theorem 107. Es sei in Iteration k der Ellipsoid-Methode δ ď 1
12nk

4

gewählt. Dann gilt:

• Ak ist positiv definit

• }pk} ď R ¨ 2k, }p̃k} ď R ¨ 2k

• }Ak}, }Ãk} ď R2 ¨ 2k

• }A´1
k }, }Ã´1

k } ď R´24k

Insbesondere kann δ ă p26NpR,εq`1q16n3q´1 gewählt werden.

Beweis. Wir führen Induktion nach k. Für k “ 0 sind diese Aussagen trivial.
Sei die Aussage für k bereits gezeigt. A´1

k ist positiv definit, wegen

@x ‰ 0 : xtA´1
k x “ xtA´1

k AkA
´1
k x ą 0

Ferner ist

Ã´1
k`1 “

n2 ´ 1

n2

1

µ

ˆ

A´1
k `

2

n ` 1

aat

atAka

˙

als Summe einer positiv definiten und einer positiv semidefiniten Matrix positiv
definit.

Somit ist auch Ãk`1 “ n2

n2´1µ
´

Ak ´ 2
n`1bkb

t
k

¯

positiv definit.

Es gilt

}
aat

atAka
} “

ata

atAka
ď }A´1

k }
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(Übungsblatt 7)

Hieraus ergibt sich

}Ã´1
k`1} ď

n2 ´ 1

n2

1

µ

ˆ

}A´1
k } `

2

n ´ 1
}

aat

atAk}a}
}

˙

ď }A´1
k }

Es sei λ kleinster Eigenwert von Ak`1 und v ein Vektor mit Länge 1 und λ “

vtAkv.

Folglich ist

vtAk`1v ě vtÃk1
v ´ nδ

ě mintntÃk`1n|n P Rn, }n} “ 1u ´ nδ

ě
1

}Ã´1
k`1}

´ nδ

ě
1

3}A´1
k }

´ nδ

I.V.
ě

1

3R´24k
´ nδ

ě
1

R´24k`1

Wobei im letzten Schritt nδ ď p 1
3 ´ 1

4 qR2

4k
verwendet wurde.

Da der kleinste Eigenwert positiv ist, ist Ak`1 positiv definit und es folgt (a).

Da λ kleinster Eigenwert von Ak`1 ist, gilt:

1

λ
“ }A´1

k`1}

Daraus folgt

}A´1
k`1} “

1

λ
ď R´24k`1

(1. Teil von (d))

Wegen }Ã´1
k`1} ď 3}A´1

k } folgt }Ã´1
k`1} ď R24k`1 (d).

Es gilt }Ãk`1} ď n2

n2´1µ}Ak}, denn }A} ď }A ` B} für positiv semidefinite

Matrizen. Ferner ist }A0} “ R2 und daher

}Ak`1} “ }Ãk`1} ` }Γk`1} ď
n2

n2 ´ 1
µ}Ak} ` nδ ď R22k`1

Somit ist }Ãk`1} ď n2

n´1µ}An} ď R22k`1 und (c) folgt.

Schreibe Ak “ MM t mit M regulär. Dann ist

}bk} “
Aka

a

atAka
“

d

atAt
kAka

atAka
“

pµtaqtAkpµtaq

pµtatqpµtaq
ď

a

}Ak} ď R ¨ 2
k
2
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und p0 “ 0.

Es ist }pk`1} “ }pk} ` 1
n`1}bk} `

?
nδ “ }pk} ` R ¨ 2

k
2 `

?
nδ ď R ¨ 2k`1.

Ebenso folgt
?
p̃k`1 ď R ¨ 2k`1 und es folgt (b).

Lemma 108. Sei 0 ă δ ă
`

26NpR,εq`1q16n3
˘´1

, wobei

NpR, εq :“

R

7pn ` 1qpn lnp2Rq ` lnp
1

ε
q

V

.

Dann ist in der k-ten Iteration des Ellipsoid Algorithmus K Ď pk `Ek und

volpEkq ă e´ k
8pn`1q 2nRn

TODO: Hier
fehlt etwas

8.3 Die Ellipsoid-Methode für LPs

Wir wollen den Ellipsoid-Algorithmus verwenden, um zu überprüfen, ob ein
Polyeder P leer ist. Hierfür müssen wir sicherstellen, dass P ein Polytop ist
und, falls P ‰ H, das Volumen nicht beliebig klein sein kann.

Theorem 109. Sei A P Qmˆn und P “ tx P Rn|Ax ď bu. Für R “

1 ` 24npsizepAq`sizepBqq und ε “
`

2n24npsizepAq`sizepbqq
˘´1

sei

PR,ε :“ tx P r´R,Rsn|Ax ď b ` ε1u

. Dann gilt:

(a) P “ H ðñ PR,ε“H

(b) Falls P ‰ H, dann volpPR,εq ě
`

2ε
n2 sizepAq

˘n
.

Beweis. (a) PR,ε “ H ùñ PR,0 “ H ist trivial. Nach Theorem 94 gilt
PR,0 “ H ùñ P “ H.

Behauptung 1. P “ H ùñ PR,ε “ H.

Unterbeweis. Angenommen P “ H. Nach dem Lemma von Farkas (Theo-
rem 23) existiert dann ein y ě 0, so dass ytA “ 0 und ytb “ ´1. Nach
Theorem 94 hat

min 1
ty

s.d. Aty “ 0

bty “ ´1

y ě 0
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eine Optimallösung y˚, so dass |y˚
i | ď 24npsizepAq`sizepbqq für alle i. Folglich

ist ytpb ` ε1q ă ´1 ` pn ` 1q24npsizepAq`sizepbqqε ă 0.

Nach dem Lemma von Farkas hat daher Ax ď b`ε1 keine zulässige Lösung.
Insbesondere existiert keine Lösung in r´R,Rsn, folgich ist PR,ε “ H. ■

(b) Falls P ‰ H, dann ist PR´1,0 ‰ H. Für jedes z P PR´1,0 gilt

tx P Rn|}x ´ z}8 ă
ε

n ¨ 2sizepAq
u Ď PR,ε

Folglich ist volpPR,εq ě vol
`

tx P Rn|}x ´ z}8 ď ε
n2sizepAq u

˘

“
`

2ε
n2ε sizepAq

˘

.

Theorem 110. Zu einem gegebenen Polyeder P “ tx P Rn|Ax ď bu mit
A P Qmˆn und b P Qm kann man in polynomieller Zeit entscheiden, ob P
leer ist.

Beweis. Setze R1 “ 1 ` 24npsizepAq`sizepbqq, ε “
`

2n ¨ 24npsizepAq`sizepbqq
˘´1

und

ε1 “
`

2ε
n2sizepAq

˘n
. Wende die Ellipsoid-Methode mit R “ r

?
nR1s und ε1 als

Schranke an das Volumen an, um zu entscheiden, ob K “ PR1,ε leer ist. Damit
wird auch überprüft, ob P leer ist

Die Anzahl der Iterationen ist polynomiell beschränkt. Es reicht den absoluten

Rundungsfehler durch ein δ ă

´

26pNpR,ε1
q`1q16n3

¯´1

zu beschränken. Folglich

handelt es sich um ein polynomielles Verfahren.

Theorem 111. Es gibt einen polynomiellen Algorithmus, der zu einem
gegebenen LP maxtctx|Ax ď bu mit A P Qmˆn, c P Qm, b P Qn eine
Optimallösung findet, falls eine solche existiert.

Beweis. Seien atix ď bi die Ungleichungen aus Ax ď b.

Überprüfe zunächst ob Ax ď b zulässig ist. Falls nicht, sind wir fertig.

Sonst führe folgende Schritte durch:

Ersetze atix ď b durch ati “ b. Bleibt das System zulässig, so erhalte die Glei-
chung, anderenfalls entferne die Gleichung. Dies liefert ein zulässiges Gleichungs-
system, dessen Lösungen auch Lösungen von Ax ď b sind. Dieses kann mit dem
Gauß-Verfahren gelöst werden.

Durch die Kombination aus primalen und dualen Systems kann sichergestellt
werden, dass es sich um eine Optimallösung handelt:
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Betrachte das System

Ax ď b

ytA “ c

y ě 0

ctx ě bty

Jede Lösung des erweiterten Systems enthält einen Teilvektor x, der einer op-
timale primale Lösung ist. Daher genügt es, das Verfahren auf das erweiterte
System anzuwenden.

Remark 111.1. Das Verfahren berechnet stets eine Lösung aus einer mi-
nimalen Fläche, insbesondere also eine Ecke, falls es sich um ein spitzes
Polyeder handelt (Theorem 44).

Die Laufzeit ist durch Oppm`nq7psizepAq ` sizepbq ` sizepcqq4q beschränkt.

8.4 Separation und Optimierung

Problem. In manchen Fällen ist ein LP durch exponentiell viele Nebenbedin-
gungen gegeben.

Example 112. Betrachte das Matching-Problem: Gegeben sei ein unge-
richteter Graph G, gesucht ist eine möglichst große Menge M Ď EpGq mit
|δGpvq X M | ď 1| für alle v P V pGq.

ILP-Formulierung:

max
ÿ

ePEpGq

xe

s.d.
ÿ

ePδGpvq

xe ď 1 @v P V pGq

xe P t0, 1u @e P EpGq

Die Relaxierung hiervon ist allerdings nicht sonderlich hilfreich. (Betrachte
z.B. die fraktionale Lösung, die für ein Dreieck für jede Kante xe “ 1

2 setzt.)
Bei der LP-Relaxierung darf man folgende Nebenbedingungen einfügen:

ÿ

ePEpGrUsq

xe ď
|U | ´ 1

2
@U Ď V pHq, |U |ungerade

Hierdurch werden einige uninteressante Lösungen des relaxierten LP ent-
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fernt. Allerdings führt dies zu einer exponentiellen Anzahl von Nebenbe-
dingungen. Hierfür kann jedoch ein Separationsorakel angegeben werden.

Betrachte ab jetzt abgeschlossene konvexe Mengen K, für die es Zahlen r und
R it 0 ă r ă R

2 gibt, so dass rBn Ď K Ď RBn. Solche Mengen heißen r-R-
sandwiched Mengen.

Wir betrachten das schwache Optimierungsproblem: Zu einer gegebene
Menge K Ď Rn, ε ą 0 und einem Vektor c P Qn suchen wir ein x P K mit
ctx ě maxtctz|z P Ku ´ ε.

Lemma 113. Sei K Ď Rn eine r-R-sandwiched konvexe Menge, c P Rn,
δ “ suptctx|x P Ku und 0 ă ε ă δ. Außerdem sei U “ tx P K|ctx ě δ´εu.
Dann gilt:

volpUq ě

ˆ

ε

2}c}R

˙n´1

rn´1 1

nn

ε

2}c}

1

n

Beweis. Übung

Theorem 114. Gegeben sei ein Separationsorakel für eine r-R-sandwiched
konvexe Menge K Ď Rn mit Laufzeit polynomiell in sizepRq, sizeprq und
sizepxq (wobei x der Eingabevektor für das Orakel sei), eine Zahl ε ą 0 und
einen Vektor c. Dann gibt es einen polynomiellen Algorithmus bezüglich
sizepRq, sizeprq, sizepcq, sizepεq, der einen Vektor v P K mit ctv ě suptctx|x P

Ku ´ ε berechnet.

Beweis. Sei δ “ suptctx|x P Ku. Wende die Ellipsoid-Methode auf die Menge
aller fast-optimalen Elemente von K an, also auf tx P K|ctx ě δ ´ εu. Nach
dem vorigen Lemma kann das Volumen dieser Menge nicht beliebig klein sein.
(Solange wir Punkte in K finden, die nicht fast-optimal sind (erkennbar daran,
dass das Volumen des Ellipsoids noch zu groß ist), kann c als Normalenvektor
für die trennende Hyperebene verwendet werden).

Definition 115 (Schwaches Separationsorakel). Ein schwaches Separa-
tionsorakel für eine konvexe Menge K Ď Rn ist ein Algorithmus, der zu
gegebenem x P Rn und η mit 0 ă η ă 1

2 entweder “x P K” ausgibt oder
einen Vektor v P Rn findet mit vtz ď 1 für alle z P K und vtx ě 1 ´ η.

Remark 115.1. In Theorem 114 genügt ein schwaches Separationsorakel
an Stelle eines Separationsorakels.

Notation 115.2. Für K Ď Rn sei K˚ :“ ty P Rn|ytx ď 1@x P Ku.
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Lemma 116. Sei 0 P K Ď Rn konvex und abgeschlossen. Dann ist K˚˚
“

K.

Beweis. “Ě” : Für x P K gilt ytx ď 1 für alle y P K˚. Folglich gilt x P K˚˚.

“Ď” : Sei z P RnzK. Sei w P K ein Vektor, sodass }z ´ w} minimal unter allen
Vektoren in K ist. Sei u :“ z ´ w. Dann gilt utx ď utw ă utz für alle y P K.

Wegen 0 P K gilt utw ě 0. Nach Skalierung können wir annehmen, dass utz ą 1
und utx ď 1 für ale x P K. Es folgt u P K˚ und utz ą 1, somit ist z R K˚˚.

Theorem 117. Wenn es einen Algorithmus mit Laufzeit polynomiell in
sizeprq und sizepRq gibt, der lineare Zielfunktionen über einer abgeschlos-
senen konvexen r-R-sandwiched Menge K Ď Rn maximiert, dann gibt
es ein schwaches Separationsorakel für K, dessen Laufzeit polynomiell in
sizeprq, sizepRq und sizepηq ist.

Beweis. Sei x P Rn eine Instanz für das schwache Separationsorakel. Falls x “ 0,
dann ist x P K. Also sei x ‰ 0. Falls }x} ą R, dann wähle v “ x

}x}
.

Sei nun 0 ă }x} ă R.

Behauptung 1. Wir können das (starke) Separationsproblem für K˚ lösen.

Unterbeweis. Sei y P Rn. Betrachte das Problem maxtytx|x P Ku. Sei x˚ eine
Optimallösung. Falls ytx˚ ď 1, so ist y P K˚. Anderenfalls ist K˚ Ď tx P

Rn|x˚tx ă x˚tyu. ■

K˚ ist eine abgeschlossene 1
R ´ 1

r -sandwiched Menge. Somit können wir das
schwache Optimierungsproblem für K˚ mit c “ x

}x}
und ε “

η
R polynomiell

lösen. Wir erhalten so einen Vektor v0 P K˚ mit xt

}x}
v0 ě maxt xt

}x}
v|v P K˚u´

η
R .

Falls xt

}x}
v0 ě 1

}x}
´

η
R , dann ist vt0x ě 1 ´

η
R}x} ě 1 ´ η und vt0z ď 1 für alle

z P K (wegen v0 P K˚).

Anderenfalls gilt maxt xt

}x}
v|v P K˚u ď 1

}x}
. Folglich ist maxtxtv|v P K˚u ď 1

und somit x P K˚˚ Lemma 116
“ K.

Theorem 118. Sei n P N und c P Qn. Sei P Ď Rn ein rationales Polytop
und sei x0 P P ein Vektor im Inneren von P . Sei T P Nzt0u mit sizepx0q ď

logpT q und sizepxq ď logpT q für alle Ecken x von P .

Zu gegebenen n,c, x0, T und einem polynomiellen Separationsorakel für P
kann eine Ecke x˚ von P , in der das Maximum maxtctx|x P P u angenom-
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men wird, in einer Laufzeit gefunden werden, die polynomiell in n, logpT q

und sizepcq ist.

Beweis. Siehe Korte und Vygen [2018]

Es gilt auch die Umkehrung:

Theorem 119. Sei n P N und c P Qn. Sei P Ď Rn ein rationales Poly-
top und sei x0 P P ein Vektor im Inneren von P . Sei T P Nzt0u, sodass
sizepx0q ď logpT q und sizepxq ď logpT q für alle Ecken x von P gilt.

Zu gegebenen n, y, x0, T und einem Orakel, welches für ein gegebenes
c P Qn eine Ecke x˚ P argmaxtctx|x P P u von P zurückgibt, kann ein
Separationsorakel für P und y mit einer Laufzeit, die polynomiell in n,
logpT q und sizepyq ist, implementiert werden.

Falls y R P können wir in dieser Laufzeit eine facettenbestimmende Un-
gleichung für P finden, die von y verletzt wird.

Beweis. Siehe Korte und Vygen [2018]

9 Innere Punkte Methoden

Die Ellipsoid-Methode ist lediglich von theoretischem Interesse; die im Folgen-
den beschriebene Innere-Punkte-Methode ist hingegen in Theorie und Praxis
relevant.

Es gibt verschiedene Verfahren, die als “Innere Punkte Methode” bezeichnet
werden. Der folgende Teil orientiert sich an der Darstellung von Mehlhorn und
Saxena (2015) eines Algorithmus von Karmakar (1984).

Wir betrachten ein LP maxtctx|Ax ď bu. Um die Notation zu vereinfachen
fügen wir Slack-Variablen s ein und es ergibt sich

max ctx (14)

s.d. Ax ` s “ b (15)

s ě 0 (16)

Das duale LP ist

min bty (17)

s.d. Aty “ y (18)

y ě 0 (19)

(20)
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Im Folgenden nehmen wir an, dass die Spalten von A linear unabhängig sind
(anderenfalls gibt es redundante Ungleichungen) und dass die Zahl der Zeilen
größer ist als die Zahl der Spalten (anderenfalls löse das Gleichungssystem und
prüfe ob die Lösung positiv ist).4

Auf Grund des komplementären Schlupfes (Theorem 28) haben wir eine Opti-
mallösung für beide Probleme gefunden, wenn wir Lösungen x, s und y finden,
so dass yts “ 0. Wir wollen also eine Lösung für das folgende Problem finden:

Ax ` s “ b (21)

Aty “ c (22)

yts “ 0 (23)

y ě 0 (24)

s ě 0 (25)

(26)

yts “ 0 ist dabei eine nichtlineare Bedingung. Ohne diese Bedingung ist yts
der Abstand zwischen dem (dualen) Wert der dualen Lösung und dem Wert der
primalen Lösung, denn

bty ´ ctx “ xtAty ` sty ´ ctx “ xtc ` sty ´ ctx “ sty

(21) hat genau dann eine Lösung, wenn sowohl das primale als auch das duale LP
zulässig und beschränkt sind. Dies werden wir zunächst annahmen und später
sehen, wie diese Eigenschaft erzwungen werden kann.

Innere-Punkte-Methoden betrachten Vektoren im Inneren des Lösungsraumes.
In (21) sind y ě 0 und s ě 0 die einzigen Ungleichungen, daher werden wir
Lösungen x, s, y mit y ą 0, s ą 0 betrachten.

Die Bedingung yts “ 0 ersetzen wir druch σ2 :“
řm

i“1

´

yisi
µ ´ 1

¯2

ď 1
4 für ein

µ ą 0. µ werden wir dabei nach und nach gegen 0 laufen lassen.

Ax ` s “ b (27)

Aty “ c (28)
m
ÿ

i“1

ˆ

yisi
µ

´ 1

˙2

ď
1

4
(29)

y ą 0 (30)

s ą 0 (31)

Die grundlegende Strategie besteht aus drei Teilen

4Das sind die selben Annahmen wie für den Simplex-Algorithmus, allerdings für die trans-
ponierte Matrix.
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(I) Berechne eine initiale Lösung. (Unterabschnitt 9.1)

(II) Reduziere µ um einen konstanten Faktor und passe x, y, s so an, dass zu
diesem neuen µ passen. Wiederhole dies bis µ klein genug ist.

(III) Berechne eine Optimallösung.

9.1 Modifikation des LP und Berechnen einer initialen
Lösung

Wir wollen (27) so ändern, dass wir einfach eine Startlösung berechnen können.
Insbesondere werden hierbei das primale und das duale LP zulässig gemacht.

Zunächst sorgen wir dafür, dass das duale LP (17) beschränkt ist. Nach Theo-
rem 94 existiert, falls (17) beschränkt ist, ein W P 2ΘpmpsizepAq`sizepcqqq, so dass
eine Optimallösung y ě 0 existiert mit y ď W ¨ 1.

Äquivalent dazu können wir nach einem Vektor y ě 0 mit 1ty ď m und Aty “
1
W c suchen (teile alles durch W ). Indem wir 1ty ď m durch 1

ty ď m ` 1
ersetzen und eine Slack-Variable ym`1 ě 0 hinzufügen, erhalten wir das folgende
LP, welches zu (17) äquivalent ist, vorausgesetzt (17) ist beschränkt:

min bty (32)

s.d. Aty “
1

W
c (33)

1
ty ` ym`1 “ m ` 1 (34)

y ě 0 (35)

ym`1 ě 0 (36)

Im zweiten Schritt machen wir dieses LP zulässig: Füge eine neue Variable ym`2

ein, sodass das 1 eine zulässige Lösung wird. Sei H eine Konstante, deren Wert
noch zu bestimmen ist.

min bty ` Hym`2 (37)

s.d. Aty ` p
1

W
c ´ At

1qym`2 “
1

W
c (38)

1
ty ` ym`1 ě 0 (39)

y ě 0 (40)

ym`1 ě 0 (41)

ym`2 ě 0 (42)

H soll dabei so groß gewählt werden, dass, falls eine Lösung mit ym`2 “ 0
existiert, bereits ym`2 “ 0 in jeder Optimallösung gelten muss.
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Nach Corollary 95 wissen wir, dass eine Konstante l existiert, so dass, falls
ym`2 ą 0 in einer Optimallösung gilt, auch eine Optimallösung mit ym`2 ě

2´4mlpsizepAq`sizepcq`sizepW qq existiert. Andererseits ist bty ď }b}1pm ` 2q, daher
ist H :“ p}b}1pm ` 2q ` 1q ¨ 24mlpsizepAq`sizepcq`sizepW qq eine geeignete Wahl.

(37) ist offensichtlich beschränkt und zulässig. Ferner kann aus einer Opti-
mallösung eine Optimallösung von (17) rekonstruiert werden: Sei y1, . . . , ym`2

eine solche Optimallösung.

• ym`2 ą 0: (17) ist nicht zulässig.

• ym`2 “ 0: (17) ist zulässig.

– ym`1 ą 0: (17) ist beschränkt.

– ym`1 “ 0 : (17) kann beschränkt oder unbeschränkt sein. Ersetze c
durch den Nullvektor und löse das entstehende Problem. Nach dem
Lemma von Farkas ist (17) genau dann beschränkt, wenn der Wert
einer optimalen Lösung des neuen LPs nicht-negativ ist.

Dualisieren von (37) ergibt:

max
1

W
ctx ` pm ` 2qxn`1 (43)

s.d. Ax ` xn`11 ` s “ b (44)

p
1

W
ct ´ 1

tAqx ` xn`1 ` sm`2 “ H (45)

xn`1 ` sm`1 “ 0 (46)

s ě 0 (47)

sm`1 ě 0 (48)

sm`2 ě 0 (49)

(50)

Statt des primal-dualen Paares (14) (17) betrachten wir nun das Paar (37) (43).
Offenbar sind beide LPs zulässig und beschränkt. Eine Startlösung finden wir
durch y “ 1 und x “ 0. Ferner wählen wir sm`1 “

µ
ym`1

“ µ. Dann muss

xn`1 “ ´µ, sm`2 “ H ` µ und si “ bi ´ xn`1 “ bi ` µ sein.

Es ergibt sich

yisi
µ

´ 1 “
bi
y

i “ 1, . . . ,m

ym`1sm`1

µ
´ 1 “ 0

ym`2sm`2

µ
´ 1 “

H

µ

Folglich ist
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σ2 “

m`2
ÿ

i“1

ˆ

yisi
µ

´ 1

˙2

“
1

µ2

˜

H2 `

m
ÿ

i“1

b2i

¸

Indem wir µ “ 2
a

H2 `
řm

i“1 b
2
i wählt, wird somit σ2 ď 1

4 sicher gestellt. Wegen
µ ą |bi| folgt ferner si “ bi ` µ ą 0 für i “ 1, . . . ,m.

Im Folgenden schreiben wir (37) als

min b̃ty

s.d. Ãty “ c̃

y ě 0

und (43) als

max c̃tx

s.d. Ãx ` s “ b̃

s ě 0

Wir haben somit eine Startlösung µp0q, xp0q, yp0q, sp0q gefunden für

Ãx ` s “ b̃ (51)

Ãty “ c̃ (52)
m`2
ÿ

i“1

ˆ

yisi
µ

´ 1

˙2

ď
1

4
(53)

y ą 0 (54)

s ą 0 (55)

(56)

9.2 Reduktion von µ

Gegeben eine Lösung µpkq, xpkq, ypkq, spkq für (51) wollen wir nun eine Lösung
µpk`1q, xpk`1q, ypk`1q, spk`1q finden, wobei µpk`1q “ p1 ´ δqµpkq für eine δ,
welches nicht von der Lösung abhängt.

Hierbei werden wir zunächst annehmen, dass wir exakt rechnen können und
später zeigen, wie Zwischenergebnisse geeignet gerundet werden können.

Schreibe xpk`1q “ xpkq ` f , ypk`1q “ ypkq ` g und spk`1q “ spkq ` h. f , g,h seien
dabei relativ klein.

Für ein festes µpk`1q können f, g, h wie folgt bestimmt werden:

Aus (51) folgt Ãf ` h “ 0 und Ãtg “ 0. Ferner wollen wir f und h so wählen,

dass py
pkq

i ` giqps
pkq

i ` hiq nache an µpk`1q liegt. Da py
pkq

i ` giqps
pkq

i ` hiq “
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y
pkq

i s
pkq

i ` gis
pkq

i ` y
pkq

i hi ` gihi und das Produkt gihi klein ist, fordern wir nur

y
pkq

i s
pkq

i ` gis
pkq

i ` y
pkq

i hi “ µpk`1q.

Wir suchen also f, g, h so dass

Ãtg “ 0

Ãf ` h “ 0

s
pkq

i gi ` y
pkq

i hi “ µpk`1q ´ y
pkq

i s
pkq

i i “ 1, . . . ,m ` 2

ypkq und spkq sind in diesem Kontext konstant. ypk`1q ą 0 und spk`1q ą 0 wurden
nicht aufgenomen, wir werden allerdings sehen, dass wir trotzdem positive Werte
erhalten.

Sei f, g, h eine Lösung von (57). Nach Konstruktion ist dann

pypkq ` gqtpspkq ` hq “ pm ` 2qµpk`1q ` gth

sowie
gth “ ´gtÃf “ 0tf “ 0

Es folgt

b̃typk`1q “

´

Ã
´

xpkq ` f
¯

` pspkq ` hq

¯t

pypkq ` gq ´ c̃tpxpkq ` fq

“

´

Ãpxpkq ` fq

¯t

pypkq ` gq ` pm ` 2qµpk`1q ´ c̃tpxpkq ` fq

“

´

xpkq ` f
¯t

Ãtypkq ` pm ` 2qµpk`1q ´ c̃tpxpkq ` fq

“ pm ` 2qµpk`1q

Lemma 120. (57) hat eine eindeutige Lösung.

Es ist σpkq “

d

řm`2
i“1

ˆ

y
pkq

i s
pkq

i

µpkq ´ 1

˙2

und σpk`1q “

d

řm`2
i“1

ˆ

y
pk`1q

i s
pk`1q

i

µpk`1q ´ 1

˙2

“

c

řm`2
i“1

´

gihi

µpk`1q

¯2

.

Zu zeigen ist noch, dass ypk`1q ą 0, spk`1q ą 0 und σpk`1q ď 1
2 .

Wir zeigen zunächst, dass σpk`1q ď 1
2 für eine geeignete Wahl von µpk`1q.

Lemma 121. (a) Für i “ 1, . . . ,m ` 2 gilt µpkq

y
pkq

i s
pkq

i

ď 1
1´σpkq .
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(b)
řm`2

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 ´
y

pkq

i s
pkq

i

µpkq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď σpkq
?
m ` 2.

Lemma 122. Falls δ “ 1
8

?
m`2

(d.h. µpk`1q “ p1´ 1
8

?
m`2

qµpkq ), dann gilt

σpk`1q ă 1
2 .

Lemma 123. ypk`1q ą 0 und spk`1q ą 0.

Beweis.

Behauptung 1. y
pk`1q

i s
pk`1q

i ą 0 für i “ 1, . . . ,m ` 2.

Unterbeweis. Angenommen y
pk`1q

j s
pk`1q

j ď 0 für ein j P t1, . . . ,m ` 2u. Dann
ist

´

σpk`1q
¯1

“

m`2
ÿ

i“1

˜

y
pk`1q

i s
pk`1q

i

µ
pk`1q

i

´ 1

¸2

ě

˜

y
pk`1q

j s
pk`1q

j

µ
pk`1q

j

´ 1

¸2

ě 1

im Widerspruch zu Lemma 122 ■

Daher sind y
pk`1q

i und s
pk`1q

i entweder beide positiv oder beide nicht-positiv.

Angenommen y
pk`1q

i “ y
pkq

i ` gi ď 0, s
pk`1q

i “ s
pkq

i ` hi ď 0.

Dann folgt wegen s
pkq

i ą 0 und y
pkq

i ą 0, dass

0 ě s
pkq

i

´

y
pkq

i ` gi

¯

` y
pkq

i

´

s
pkq

i ` hi

¯

“ s
pkq

i y
pkq

i ` µpk`1q

Jedoch sind s
pkq

i , y
pkq

i und µpk`1q positiv  

9.2.1 Runden von Zwischenergebnissen

Es muss verhindert werden, dass die Größe der Darstellungen von f, g und h
in den Iterationen zu stark steigt. Daher speichern wir statt exakten Werten

y
pkq

i und s
pkq

i gerundete Werte ỹ
pkq

i und s̃
pkq

i , sodass |
ỹ

pkq

i s̃
pkq

i ´y
pkq

i s
pkq

i

µpkq | ď ε für

ein 0 ă ε ă 1
m`2

1
300 . Indem wir den Lösungraum auf ein Polytop einschränken,

können wir annehmen, dass polynomieller Speicher genügt, um diese gerundeten
Werte zu speichern.

Wir erhalten

m`2
ÿ

i“1

˜

1 ´
ỹ

pkq

i s̃
pkq

i

µpkq

¸2

ď

m`2
ÿ

i“1

˜

1 ´
y

pkq

i s
pkq

i

µpkq

¸2

`

m`2
ÿ

i“1

2ε

˜

1 ´
y

pkq

i s
pkq

i

µpkq

¸

` pm ` 2qε2

ď

m`2
ÿ

i“1

˜

1 ´
y

pkq

i s
pkq

i

µpkq

¸2

`
1

100
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Daher genügt eine leicht verbeserte Schranke für
řm`2

i“1

ˆ

1 ´
y

pkq

i s
pkq

i

µpkq

˙2

. Für die

Startlösung kann das leicht sichergestellt werden (verinngere µp0q ein wenig).
Beim Berechnen einer neuen Lösung stellt dies ebenfalls kein Problem dar, da
da Ungleichung in Lemma 122 leicht verschärft werden kann.

9.3 Finden einer optimalen Lösung

Im Folgenden wird beschrieben, wie sich eine optimale Lösung zu (51) finden
lässt. Sei dabei y˚ eine Optimallösung von (51) und x˚, s˚ eine Optimallösung
von (51).

Nach Corollary 95 können wir annehmen, dass alle positiven Einträge von y˚

und s˚ mindestens Größe η für ein η “ 2´ΘpsizepÃq`sizepb̃q`sizepc̃qq haben.

Lemma 124. Sei µ, x, y, s eine Lösung von (51), i P t1, . . . ,m ` 2u. Dann
gilt

(a) yi ă
η

4pm`2q
ùñ y˚

i “ 0

(b) si ă
η

4pm`2q
ùñ s˚

i “ 0

Es gibt mehrere Methoden, um einen inneren Punkt zu einer optimalen Lösung
zu runden.

9.3.1 Einfache Methode

Sei k groß genug, dass µpkq ă
η2

32pm`2q2
. Dann ist für jedes i bereits y

pkq

i ă
η

4pm`2q

oder s
pkq

i ă
η

4pm`2q
.

Sei A
t
y “ c das Teilsystem von Ãty “ c̃, welches aus allen Zeilen mit Indizes i

besteht, für die s
pkq

i ă
η

4pm`2q
, d.h. s˚

i “ 0, gilt. Für alle anderen Zeilen wissen

wir bereits, dass y˚
i “ 0, und können diese daher ignorieren. Falls A

t
y “ c

genau eine Lösung hat, können wir diese einfach berechnen und erhalten eine
Optimallösung.

Anderenfalls prüfen wir, ob y
pkq

i0
ă

η
4pm`2q

für ein i0 P t1, . . . ,mu. Falls ein

solches existiert, wissen wir, dass es eine Optimallösung mit y˚
i0

“ 0 gibt, können

also Ãty “ c̃ weiter verkleinern.

Falls kein solches i0 existiert, stelle sicher, dass Ãx “ b̃ keine Lösung besitzt:
Falls es eine Lösung gibt, ändere b̃ zu b˚ ab, indem zu einem Eintrag ein ε ą 0
addiert wird:

Wähle n linear unabhängige Zeilen von A. Ändere b̃ eine einer anderen Zeile um
ε. ε sie dabei so klein gewählt, dass eine optimale Lösung des dualen LPs bzgl.
b˚ stets auch eine optimale Lösung des ursprünglichen dualen LP ist.
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ε kann dabei so gewählt werden, dass sizepεq polynomiell beschränkt ist: Der
Betrag der Differenz der Kosten zweier optimaler Basislösungen ist 0 oder ě 2´L

für ein L polynomiell in der Eingabegröße. Selbes gilt also auch für |b̃tu|, wobei
u die Differenz zweier Basislösungen sei.

Angenommen das initiale duale LP ist zulässig und beschränkt. Dann können
wir Optimallösungen x˚, y˚, s˚ der modifizierte LPs ((37), (43)) berechnen, in-
dem wir Optimallösungen des initialen primalen und dualen LPs kanonisch er-
weitern. Insbesondere setzen wir dabei xn`1 “ 0. Dann ist Ax˚ ` s˚ “ b˚, aber
Ax “ b˚ hat keine zulässige Lösung. Folgich muss ein ii P t1, . . . ,mu existieren,

so dass s˚
i0

ą 0, d.h. y
pkq

i0
ă

η
4pm`2q

ùñ y˚
i0

“ 0. Hiermit konnte eine weitere

duale Variable eliminiert werden.

Spätenstens wenn alle Variablen eliminiert wurden terminiert das Verfahren.

Dieser iterative Prozess lässt sich jedoch effizienter gestalten:

9.3.2 Effizientere Methode

Betrachte erneut die Probleme (51) und (51). Aus Theorem 32 folgt, dass wir die
Indexmenge t1, . . . ,m`2u als B\N partitionieren können, sodass für i P B eine
duale Optimallösung y˚ mit y˚

i ą 0 und für i P N eine primale Optimallösung
x˚, s˚ mit s˚

i ą 0 existiert. Jede Optimallösung kann als Konvexkombination
von Basislösungen geschrieben werden. Daher kann in Lemma 124 für jedes i
nur höchstens einer der Fälle yi ă

η
4pm`2q

oder si ă
η

4pm`2q
eintreten.

Wenn wir k groß genug wählen, sodass µpkq ă
η2

32pm`2q2∆ für ein noch zu bestim-

mendes ∆ ě 1, so gilt für jedes i genau eine der Ungleichungen uă
η

4pm`2q∆ und

si ă
η

4pm`2q∆ . Hierdurch erhalten wir die Partitionierung t1, . . . ,m`2u “ B\N .

Insbesondere ist yi ě
η

4pm`2q
für alle i P B und yi ă

η
4pm`2q∆ für alle i P N .

Seien AB und AN die Teilmatrizen von Ã mit Zeilen mit Index aus B bzw. aus
N .

Im Folgenden sei } ¨ } die Euklidische Norm, bzw. die davon induzierte Spektral-
norm.

Theorem 125. Sei ∆ “ maxt
?
m ` 2 ¨ }ABpAt

BABq´1At
N }, 1u und k groß

genug, so dass µpkq ă
η2

32pm`2q2∆ .

Sei YB eine Diagonalmatrix, deren Zeilen und Spalten über B indiziert

werden, so dass YBi,i “ y
pkq

i und

dy :“ YBABpAt
BpYBq2ABq´1At

Ny
pkq

N

und ỹB “ YBdy ` y
pkq

B
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Dann gilt:

(a) At
B ỹB “ c̃

(b) }dy} ă 1

(c) ỹ P Rm`2 (ỹB mit zusätzlichen Einträgen 0 für Indizes aus N ) ist eine
Optimallösung.

Beweis. (a) Es ist At
BpYBdy ` y

pkq

B q “ At
Ny

pkq

N ` At
By

pkq

B “ c̃.

(b)

}dy} “ }YBABpAt
BpYBq2ABq´1At

Ny
pkq

N }

“ }YBABpAt
BpYBq2ABq´1 At

BYBY
´1
B ABpAt

BABq´1
looooooooooooooomooooooooooooooon

“In

At
Ny

pkq

N }

“ }YBABpAt
BpYBq2ABq´1At

BYB}
looooooooooooooooooomooooooooooooooooooon

“1

¨}Y ´1
B ABpAt

BABq´1At
Ny

pkq

N }

ď }Y ´1
B }

loomoon

ď
4pm`2q

η

¨ }ABpAt
BABq´1At

N }
looooooooooomooooooooooon

ď ∆?
m`2

¨ }y
pkq

N }
loomoon

ă
η

?
m`2

4pm`2q∆

ď 1

(c) Nach (a) gilt Ãtỹ “ c̃ und nach (b) wissen wir, dass ỹB ą 0, folglich ist
ỹ ě 0. Daher ist ỹ zulässig. Ferner wissen wir, dass eine zulässige primale
Lösung existiert, in der si “ 0 für alle i P B. Nach Theorem 28 ist ỹ daher
eine optimale Lösung des dualen LP.

Theorem 126. Gegeben ein zulässiges und beschränktes lineares Pro-
gramm mintbty|ytA “ ct, y ě 0u mit A P Qmˆn, b P Qm und c P Qn

berechnet die Innere-Punkte-Methode eine optimale Lösung in polynomi-
eller Zeit. Ferner entscheidet der Algoritmus korrekt, ob ein LP beschränkt
und zulässig ist.

10 Ganzzahlige lineare Programmierung

Durch Ganzzahligkeitsbedingungen können weitere Bedingungen modelliert wer-
den, die mit linearer Programmierung nicht ausgedrückt werden können. Bei-
spielsweise reicht es, für einige Variablen Bedingungen der Form x P t0, 1u zu-
zulassen (Binäre Lineare Programmierung) um folgendes auszudrücken:

• px ě a _ y ě bq ^ x, y ě 0
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• x P ts1, . . . , sku

Wir haben bereits gesehen, dass NP-schwere Optimierungsprobleme als (ge-
mischt) ganzzahlige lineare Programme geschrieben werden können, somit können
wir nicht hoffen, einen linearen Algorithmus für dieses Problem zu finden.

10.1 Ganzzahlige Polyeder

Definition 127. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ein Polyeder. Wir nennen
PI :“ convtx P Zn|Ax ď bu die ganzzahlige Hülle (integer hull) von P .

Definition 128. Ein Polyeder P heißt ganzzahlig, wenn P “ PI .

Definition 129. Ein Polyeder P Ď Rn heißt rational, wenn es A P Qmˆn

und b P Qm mit P “ tx P Rn|Ax ď bu gibt.

Warning. Ein rationales Polyeder enthält i.A. nicht nur rationale Vektoren.
Insbesondere ist der Begriff auch nicht analog zum Begriff eines ganzzahligen
Polyeder. Der Begriff ist somit irgendwie irreführend und man sollte ihn viel-
leicht lieber nicht verwenden. Das gelingt uns hier allerdings nicht.

Observe. • Für rationale polyedrische Kegel ist CI “ C, denn ein polyedri-
scher Kegel ist genau dann rational, wenn er von einer endlichen Anzahl
ganzzahliger Vektoren aufgespannt wird.

• PI ist nicht notwendigerweise ein Polyeder.

• Falls P ein Polytop ist, so ist PI ein Polyeder, da dann P X Zn endlich
ist.

Lemma 130. Seien P,Q Polyeder. Dann ist PI ` QI Ď pP ` QqI .

Beweis. Übung

Theorem 131. Es sei P “ tx P Rn|Ax ď bu ein rationales Polyeder, d.h.
A P Qmˆn, b P Qm. Dann ist PI ein Polyeder.

Beweis. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu rational. Wir können P schreiben als P “

convpV q ` conepEq, wobei V,E Ď Rn endlich sind (Theorem 55). Aus dem
Beweis wird auch klar, dass für rationale Polyeder V,E Ď Qn gewählt werden
können.

Somit können wir nach Skalierung sogar annehmen, dass E “ ty1, . . . , ysu Ď Zn.
Definiere

B :“

#

s
ÿ

i“1

λiyi|0 ď λi ď 1

+

10 GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMMIERUNG 85



.

Behauptung 1. PI “ pconvpV q ` BqI ` conepEq.

Unterbeweis. “PI Ď pconvpV q ` BqI ` conepEq”.

Sei p Ď P X Zn. Dann ist p “ q ` c für ein q P convpV q und ein c “
řs

i“1 µiyi P

conepEq, wobei µi ě 0..

Es gilt

c “

s
ÿ

i“1

µiyi “

s
ÿ

i“1

pµi ´ tµiuqyi
loooooooomoooooooon

PB

`

s
ÿ

i“1

tµiu yi
loooomoooon

PconepEqXZn

Folglich kann c “ b ` c1 für b P B, c1 P conepEq X Zn geschrieben werden. Somit
ist p “ pq ` bq ` c1. Es ist q ` b P convpV q ` B und q ` b “ p ´ c1 P Zn

“PI Ě pconvpV q ` BqI ` conepEq ”.

Es ist

pconvpV q ` BqI ` conepEq Ď PI ` conepEq

“ PI ` pconepEqqI

Ď pP ` conepEqqI

“ PI

■

Hieraus folgt das Theorem, da convpV q ` B ein Polytop und daher pconvpV q `

BqI polyedrisch ist.

Remark 131.1. In diesem Fall kann man ganzzahlige Optimierung lösen,
indem man Ecklösungen von PI betrachtet. Das Problem dabei ist jedoch,
dass PI u.U. eine wesentlich höhere Komplexität als P besitzt.

Theorem 132. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu mit A P Qmˆn, b P Qm, sodass
PI ‰ H. Sei c P Rn.

Dann ist maxtctx|x P P u genau dann beschränkt, wenn maxtctx|x P PIu

beschränkt ist.

Beweis. “ ùñ ” klar.

“ ðù ” Angenommen maxtctx|x P P u ist unbeschränkt.
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Dann ist das duale LP mintbty|ytA “ c, y ě 0u unzulässig. Nach dem Lemma
von Farkas (Theorem 23) existiert ein Vektor z mit ctz ă 0, Az ě 0.

Das LP mintctx : Ax ě 0,´1n ď x ď 1nu ist daher zulässig und hat eine
Optimallösung mit negativem Wert. Sei x˚ eine rationale Optimallösung. Nach
Multiplikation von x˚ mit dem Hauptnenner erhalten wir einen Vektor w P Zn

mit Aw ě 0, ctw ă 0.

Für jedes v P PI und k P N gilt v ´ k ¨ w P PI . Somit ist maxtctx|x P PIu

unbeschränkt.

10.2 Ganzzahlige Lösungen von Gleichungssystemen

Goal. Finde ein Zertifikat dafür, dass ein Gleichungssystem keine ganzzahlige
Lösung hat.

Definition 133. Einemˆn-MatrixA ist inHermitescher Normalform,
wenn sie in der Form A “ rB 0s geschrieben werden kann, wobei B eine
reguläre nicht-negative untere Dreiecksmatrix ist, sodass in jeder Zeile von
B der Diagonaleintrag der größte Eintrag ist.

Die folgenden Modifikationen von Matrizen heißen elementare unimodulare
Spaltenoperationen:

• Vertausche zwei Spalten

• Multipliziere eine Spalte mit ´1

• Addiere ein ganzzahliges Vielfaches einer Spalte zu einer anderen Spalte.

Theorem 134. Jede Matrix A P Qmˆn mit Rang m kann durch eine
Folge von unimodularen Spaltenoperationen in eine Matrix in Hermitescher
Normalform gebracht werden.

Beweis. O.B.d.A. sei A ganzzahlig. Wir nehmen an, dass A bereits in eine Ma-

trix

ˆ

F 0
G H

˙

transformiert wurde, wobei F eine linke untere Dreiecksmatrix

mit positiver Diagonale ist.

Die erste Zeile von H habe die Einträge h11, . . . , h1k. Wende elementare unimo-
dulare Spaltenoperationen an, sodass alle h1j nicht-negativ sind und

řk
j“1 h1j

so klein wie möglich ist.

Außerdem sei h11 ě h12 ě . . . ě h1k. Dann ist h11 ą 0 (da A Rang m hat) und
h12 “ . . . “ h1k “ 0. Am Ende erhalten wir eine Matrix rB 0s, wobei B eine
linke untere Dreiecksmatrix mit positiver Diagonale ist.

Bezeichne die Einträge von B mit bij , i, j P t1, . . . , nu. Führe zum Schluss für
i “ 2, . . . ,m die folgenden Schritte durch:
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Für j “ 1, . . . , i´1 addiere ein ganzzahliges Vielfaches der i-ten Spalte zur j-ten
Spalte von B, sodass bij nicht-negativ und kleiner als bii ist.

Wir bekommen für ganzzahlige Lösbarkeit das folgende Analogon zu Farkas:

Corollary 135. Sei A P Qmˆn und b P Qm. Dann hat Ax “ b genau dann
eine ganzzahlige Lösung x, wenn bty P Z für jedes y P Qm mit Aty P Zn.

Ein Zertifikat dafür, dass Ax “ b nicht ganzzahlig lösbar ist, ist somit ein Vektor
y P Qm, sodass Aty P Zn, bty R Z.

Beweis. “ ùñ ” Wenn x P Zn mit Ax “ b und ytA P Zn ist, dann ist
ytA

loomoon

PZ

x
loomoon

PZ

“ ytb P Z.

“ ðù ” Es sei bty ganzzahlig für jedes y P Qm, für das Aty ganzzahlig ist.

Dann muss Ax “ b zulässig sein, denn sonst gäbe es nach Farkas einen Vektor
y P Qm mit ytA “ 0 und ytb “ ´ 1

2 .

Wir können annehmen, dass A Rang m hat, indem wir redundante Gleichungen
entfernen.

Die Aussage des Korollars gilt genau dann für A, wenn sie für eine Matrix Ã gilt,
die aus A durch Anwendung von elementaren unimodularen Spaltenoperationen
hervorgeht. (Ay ist ganzzahlig, genau dann wenn Ãy ganzzahlig ist).

O.B.d.A. seiA in Hermitescher NormalformA “ rB 0s. Es istB´1A “ B´1rB 0s “

rIm 0s eine ganzzahlige Matrix. Nach Voraussetzung (angewandt auf die Zeilen
von B´1 ) ist daher B´1b ganzzahlig.

Wegen rB 0s

ˆ

B´1b
0

˙

“ b ist der Vektor x :“

ˆ

B´1b
0

˙

eine ganzzahlige Lösung

von rB 0sx “ b.

10.3 TDI-Systeme

Theorem 136. Sei P “ tx P Rn|Ax ď bu wobei A P Qmˆn und b P Qm.
Dann sind äquivalent:

(a) P ist ganzzahlig.

(b) Jede Fläche von P enthält mindestens einen ganzzahligen Vektor.

(c) Jede minimale Fläche von P enthlält mindestens einen ganzzahligen
Vektor.

(d) Jede Stützhyperebene von P enthält mindestens einen ganzzahligen
Vektor.
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(e) Jede rationale Stützhyperebene von P enthält mindestens einen ganz-
zahligen Vektor.

(f) maxtctx|x P P u wird für jeden ganzzahligen Vektor c, für den das
Maximum endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen.

(g) maxtctx|x P P u ist für jeden ganzzahligen Vektor c, für den das Maxi-
mum endlich ist, ganzzahlig.

Beweis. • pbq ðñ pcq, pbq ùñ pdq, pdq ùñ peq, pfq ùñ pgq klar.

• paq ùñ pbq Sei P ganzzahlig. Sei F “ P X H eine Fläche von P ,
wobei H “ tx P Rn|ctx “ δu eine Stützhyperebene von P sei. Dabei sei
δ “ maxtctx|x P P u. Jedes z P F ist Konvexkombination von ganzzahligen
Vektoren v1, . . . , vk P P . Falls vi P P zV , so gilt ctvi ă δ. Somit muss
mindestens eines der vi bereits in F liegen.

• pcq ùñ pfq: Die Menge der Optimallösungen enthält immer eine mini-
male Fläche.

• pfq ùñ paq: Angenommen es gelte pfq, aber P ‰ PI . Dann gibt es
ein x˚ P P zPI . Da P rational ist, ist PI ein Polyeder. Es gibt daher eine
Ungleichung atx ď β, die von den Vektoren in PI , aber nicht von x˚ erfüllt
wird.  zu pfq, da maxtatx|x P P u endlich ist (Theorem 132)

• peq ùñ pcq: Wir können annehmen, dass A, b ganzzahlig sind. Sei
F “ tx P Rn|A1x “ b1u eine minimale Fläche von P , wobei A1x ď b1

ein Teilsystem von Ax ď b sei. Wenn es keinen ganzzahligen Vektor x mit
A1x “ b1 gibt, dann gibt es nach Corollary 135 einen rationalen Vektor
y, sodass c :“ pA1qty ganzzahlig ist, während δ :“ ytb1 nicht ganzzahlig
ist. Wir können annehmen, dass alle Einträge von y positiv sind (sonst
addiere einen geeigneten ganzzahligen Vektor zu y ).

Die Menge H :“ tx P Rn|ctx “ δu enthält daher keinen ganzzahligen
Vektor.

Behauptung 1. H X P “ F

Unterbeweis. Nach Konstruktion gilt F Ď H. Sei x P H X P . Dann ist
ytA1x “ ctx “ δ “ ytb1. Es folgt ytpA1x ´ b1q “ 0. Weil alle Einträge von
y positiv sind, folgt A1x “ b1 ùñ x P F . ■

• pgq ùñ peq: Sei H “ tx P Rn|ctx “ δu eine rationale Stützhyperebene
von P mit maxtctx|x P P u “ δ.

Angenommen H enthält keinen ganzzahligen Vektor. Nach Corollary 135
existiert ein γ ą 0 mit γ ¨ c P Zn, γ ¨ δ R Z.

Dann ist maxtpγcqtx|x P P u “ γ ¨ maxtctx|x P P u “ γ ¨ δ R Z im Wider-
spruch zu pgq.
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Definition 137. Ein UngleichungssystemAx ď b heißt vollständig dual ganzzahliga

totally dual integral (TDI), wenn das LP mintbty|Aty “ c, y ě 0u für
jeden ganzzahligen Vektor c, für den das LP zulässig ist und beschränkt
ist, eine ganzzahlige Optimallösung hat.

aDieser Begriff wird nie verwendet

Warning. TDI zu sein ist eine Eigenschaft eines Ungleichungssystems, nicht
eines Polyeders.

Theorem 138. Seien A P Qmˆn und b P Zn, sodass Ax ď b TDI ist. Dann
ist das Polyeder P “ tx P Rn|Ax ď bu ganzzahlig.

Beweis. Wenn Ax ď b TDI ist, dann ist mintbty|Aty “ c, y ě 0u für jeden
Vektor c P Zn, für den das Minimum endlich ist, eine ganze Zahl (da b ganzzahlig
ist). 5

Auf Grund der Dualität ist maxtctx|Ax ď bu für jeden Vektor c P Zn, für den
das Maximum endlich ist, eine ganze Zahl. Mit der Implikation pgq ùñ paq

aus Theorem 136 folgt die Aussage.

Theorem 139 (Hinzufügen redundanter Ungleichung). Wenn Ax ď b TDI
ist und atx ď β für jedes x P Rn mit Ax ď b erfüllt ist, dann ist das System
Ax ď b, atx ď β auch TDI.

Beweis. Sei Ax ď b TDI und atx ď β wie im Satz.

Sei c ein ganzzahliger Vektor, für den das LP mintbty ` βγ|Aty ` γa “ c, y ě

0, γ ě 0u zulässig und beschränkt ist.

Dann ist

mintbty ` βγ|Aty ` γa “ c, y ě 0, γ ě 0u

Dualität
“ maxtctx|Ax ď b, atx ď βu

“ maxtctx|Ax ď bu
Dualität

“ mintbty|Aty “ c, y ě 0u

Das letzte LP hat eine ganzzahlige Optimallösung y˚. Zusammen mit γ˚ “ 0
liefert das eine ganzzahlige Optimallösung des ersten LPs.

5Achtung: Aus TDI folgt nur, dass der Lösungsvektor ganzzahlig ist. Um zu zeigen, dass
der Lösungswert ganzzahlig ist, wird die Ganzzahligkeit von b benötigt.

10 GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMMIERUNG 90



Theorem 140 (Ungleichung durch Gleichung ersetzen). Wenn Ax ď b,
atx ď β TDI ist und a ganzzahlig, dann ist Ax ď b,atx “ β TDI.

Beweis. Sei c ein ganzzahliger Vektor, für den

maxtctx|Ax ď b, atx “ βu (57)

“ mintbty ` βpλ ´ µq|y ě 0, λ, µ ě 0, Aty ` pλ ´ µqa “ cu (58)

endlich ist.6

Seien x˚ und y˚, λ˚, µ˚ eine primale und eine duale Optimallösung. Sei c̃ :“
c ` rµ˚s a. Dann ist

maxtc̃tx|Ax ď b, atx ď βu (59)

“ mintbty ` βλ|y ě 0, λ ě 0, Aty ` λa “ c̃u (60)

endlich, weil x˚ eine zulässige Lösung des Maximierungsproblems und y˚ und
λ˚ ` rµ˚s ´ µ˚ eine zulässige Lösung des Minimierungsproblems ist.

Da Ax ď b, atx ď β TDI ist, hat das letzte Minimierungsproblem eine ganzzah-
lige Optimallösung ỹ, λ̃.

Behauptung 1. y – ỹ, λ :“ λ̃, µ :“ rµ˚s ist eine ganzzahlige Optimallösung
für das Minimierungsproblem in (58).

Unterbeweis. Die Lösung ist offenbar zulässig, denn

Aty ` λa ´ µa “ Atỹ ` λ̃a
loooomoooon

c̃

´ rµ˚s a “ c

Die Kosten sind

btỹ ` βpλ̃ ´ rµ˚sq “ btỹ ` βλ̃ ´ β rµ˚s

ď bty˚ ` β pλ˚ ` rµ˚s ´ µ˚q ´ β rµ˚s

“ bty˚ ` βpλ˚ ´ µ˚q

wobei die Ungleichung gilt, da y˚, λ˚ ` rµ˚s eine zulässige Lösung des Minimie-
rungsproblemes in (60) ist. ■

Insbesondere hat das Minimierungsproblem eine ganzzahlige Optimallösung, da-
her ist Ax ď b, atx “ β TDI.

6Hier wird vor dem Dualisieren die Gleichung durch zwei Ungleichungen ersetzt.
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Definition 141. Eine endliche Menge tv1, . . . , vtu von Vektoren heißtHilbert-
Basis, wenn jeder ganzzahlige Vektor in coneptv1, . . . , vtuq als nicht-negative
ganzzahlige Linearkombination von v1, . . . , vt geschrieben werden kann.

Theorem 142. Jeder rationale polyedrische Kegel wird durch eine ganz-
zahlige Hilbert-Basis erzeugt.

Beweis. Sei C ein rationaler polyedrischer Kegel. Dann wird C von rationalen
Vektoren b1, . . . , bk erzeugt.

O.B.d.A. seien b1, . . . , bk ganzzahlig. Definiere

H :“ Zn X

#

k
ÿ

i“1

λibi|@i : 0 ď λi ď 1

+

H ist offenbar endlich.7

Behauptung 1. H ist eine Hilbert-Basis, die C erzeugt.

Unterbeweis. Wegen tb1, . . . , bku Ď H Ď C gilt C “ conepHq.

Sei b ein ganzzahliger Vektor in C. Dann gibt es nichtnegative Zahlen µ1, . . . , µk

mit b “
řk

i“1 µibi, also

b “

˜

k
ÿ

i“1

tµiu bi

¸

`

k
ÿ

i“1

pµi ´ tµiuq bi

Der Vektor

b ´

˜

k
ÿ

i“1

tµiu bi

¸

“

k
ÿ

i“1

pµi ´ tµiuqbi

ist ganzzahlig und ein Element von P , wegen 0 ď µi ´ tµiu ď 1 also ein Element
von H. Folglich kann b als nicht-negative ganzzahlige Linearkombination von
Elementen aus H geschrieben werden.

■

Notation 142.1. Für ein Ungleichungssystem Ax ď b und eine Fläche
F von tx P Rn|Ax ď bu heißt eine Zeile von A aktiv (in F ), wenn die
zugehörige Ungleichung in Ax ď b von allen Vektoren x P F mit Gleichheit
erfüllt wird.

7Vergleiche den Beweis von Theorem 131.
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Theorem 143. Ein zulässiges, rationales Ungleichungssystem Ax ď b ist
genau dann TDI, wenn für jede minimale Fläche F von P :“ tx P Rn|Ax ď

bu die Zeile von A, die in F aktiv sind, eine Hilbert-Basis bilden.

Beweis. “ ùñ ” Sei Ax ď b TDI. Sei F eine minimale Fläche von P und seien
a1, . . . , at die Zeilen von A, die für F aktiv sind.

Zu zeigen ist, dass ta1, . . . , atu eine Hilbert-Basis bildet.

Sei c ein ganzzahliger Vektor in coneta1, . . . , atuq. Das Maximum der Gleichung

maxtctx|Ax ď bu “ mintbty|Aty “ c, y ě 0u (61)

wird von jedem x P F angenommen.

Da Ax ď b TDI ist, hat das duale LP eine ganzzahlige Optimallösung y. Aus
dem komplementäre Schlupf (Theorem 28) folgt, dass die Einträge von y, die
zu Zeilen von A gehören, welche für F nicht aktiv sind, 0 sind. c ist daher
eine ganzzahlige nicht-negative Linearkombination von a1, . . . , at. Folglich ist
a1, . . . , at eine Hilbert-Basis.

“ ðù ” Angenommen es bilden die aktiven Zeilen von A für jede minimale
Fläche F eine Hilbert-Basis.

Sei c P Zn ein Vektor, für den die Optima in (61) endlich sind.

Zu zeigen ist, dass das Minimum von einem ganzzahligen Vektor angenommen
wird.

Sei F eine minimale Fläche von P , sodass von jedem Vektor in F das Maximum
in (61) angenommen wird.

Seien a1, . . . , at die in F aktiven Zeilen von A. Mit dem komplementären Schlupf
folgt, dass c P coneta1, . . . , atu.

Nach Annahme ist ta1, . . . , atu eine Hilbert-Basis. Daher gibt es λ1, . . . , λt P Zě0

mit c “
řt

i“1 λiai. pλ1, . . . , λtq kann mit Nullen zu einem Vektor y P Zm mit
y ě 0, Aty “ c und bty “ xtAtyt für alle x P F erweitert werden.

Dieses y ist somit eine ganzzahlige Optimallösung.

Theorem 144. Ein rationales Ungleichungssystem Ax ď 0 ist genau dann
TDI, wenn die Zeilen von A eine Hilbert-Basis bilden.

Beweis. In der Minimalfläche von tx P Rn|Ax ď 0u ist die 0 enthalten und alle
Zeilen sind aktiv. Mit Theorem 143 folgt die Aussage.
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Theorem 145 (Giles und Pullyblank). Für jedes rationale Polyeder P Ď

Rn gibt es ein rationales TDI-System Ax ď b mit A P Zmˆn und P “ tx P

Rn|Ax ď bu. Der Vektor b kann genau dann ganzzahlig gewählt werden,
wenn P ganzzahlig ist.

Beweis. Es sei o.B.d.A. P ‰ H. Sei F eine minimale Fläche von P . Für eine
Darstellung P “ tÃx ď b̃u sei CF der von den in F aktiven Zeilen von Ã erzeuge
Kegel (CF ist unabhängig von der Wahl von Ã, denn CF “ tc P Rn|@z P F ctz “

maxtctx|x P P uu).

Sei a1, . . . , at eine ganzzahlige Hilbert-Basis, die CF erzeugt. Wähle x0 P F und
definiere βi :“ atix0 für i “ 1, . . . , t. Es ist βi “ maxtatix|x P P u pi “ 1, . . . , tq.

Sei SF das Ungleichungssystem at1x ď β1, . . . , a
t
tx ď βt. Alle Ungleichungen in

SF werden von jedem Element aus P erfüllt.

Sei Ax ď b die Vereinigung aller Systeme SF über alle minimalen Flächen F
von P .

Es ist P Ď tx P Rn|Ax ď bu. Falls x˚ P RnzP , dann gibt es eine Stützhyperebene
von P , die x˚ von P trennt, und diese Stützhyperebene berührt P in einer mini-
malen Fläche F . In dem zugehörigen Ungleichungssystem SF wird mindestens
eine Ungleichung verletzt  Folglich ist P “ tx P Rn|Ax ď bu. Nach Konstruk-
tion ist Ax ď b TDI nach Konstruktion, da die SF stets eine Hilbert-Basis
bilden.

Falls P ganzzahlig ist, so können alle βi ganzzahlig gewählt werden, indem x0

ganzzahlig gewählt wird.

Wegen Theorem 138 gilt andererseits b P Zm ùñ P “ PI .

Für das primal-duale Paar maxtctx|Ax ď bu “ mintbty|Aty “ c, y ě 0u wis-
sen wir, dass wenn beide Optima endlich sind, das Minimierungsproblem eine
Optimallösung y mit höchstens rankpAq von 0 verschiedenen Einträgen besitzt.
Wenn wir ganzzahlige Lösungen mit Ax ď b TDI und b ganzzahlig suchen, so

ist das nicht Notwendigerweise der Fall: Betrachte z.B. A “

ˆ

2
´3

˙

, b “

ˆ

0
0

˙

und c “ p1q. Für volldimensionale Lösungsräume erhalten wir dennoch eine
Schranke für die Anzahl an von 0 verschiedenen Einträgen:

Theorem 146. SeiAx ď b ein TDI-System mitA P Zmˆn so dass dimptx P

Rn|Ax ď buq “ n. Sei c P Zn, so dass

maxtctx|Ax ď bu “ mintbty|Aty “ c, y ě 0u

endlich sind. Dann hat das Minimierungsproblem eine ganzzahlige Opti-
mallösung y mit höchstens 2r´1 positiven Einträgen, wobei r :“ rankpAq.
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Beweis.

Behauptung 1. Sei ta1, . . . , atu Ď Zn eine Hilbert-Basis, so dass C :“ conepta1, . . . , atuq

ein spitzer k-dimensionaler Kegel ist. Dann ist jeder ganzzahlige Vektor c P

C nicht-negative ganzzahlige Kombination von höchstens 2k ´ 1 Vektoren aus
a1, . . . , at.

Unterbeweis. Seien λ1, . . . , λt so gewählt, dass

max

#

t
ÿ

i“1

λi|λ1, . . . , λt ě 0; c “

t
ÿ

i“1

λiai

+

angenommen wird. Da C spitz ist, ist das Maximum endlich (das duale LP
mintcty|ytai ě 1 @i P t1, . . . , tuu. Wir können annehmen, dass höchstens k der
λi von 0 verschieden sind.

Definiere

c1 :“ c ´

t
ÿ

i“1

tλiu ai “

t
ÿ

i“1

pλi ´ tλiuqai

Dann ist c1 ein ganzzahliger Vektor in C und kann folglich als c1 “
řt

i“1 µiai
für ganzzahlige µi ě 0 geschrieben werden.

Da λ1, . . . , λt eine Optimallösung war, und µ1`tλ1u , . . . , µt`tλitu eine zulässige
Lösung ist, ist

řt
i“1 µi ` tλiu ď

řt
i“1 λi und daher

t
ÿ

i“1

µi ď

t
ÿ

i“1

λi ´

t
ÿ

i“1

tλiu ă k

denn höchstens k der λi sind von 0 verschieden. Daher sind höchstens k ´ 1 der
µi von 0 verschieden und mit

c “

t
ÿ

i“1

ptλiu ` µiq ai

folgt die Aussage. ■

Behauptung 2. Falls nun P :“ tx P Rn|Ax ď bu volldimensional ist, dann
muss ein von den für eine minimale Fläche F von P aktiven Zeilen von A
erzeugter Kegel spitz sein.

Unterbeweis. Anderenfalls wäre ein Paar v,´v im Kegel enthalten. Folglich
würden sich Ungleichungen vtx ď β1 und ´vtx ď β2 als nicht-negative Li-
nearkombinationen von Ungleichungen aus Ax ď b, welche zu aktiven Zeilen
gehören, schreiben lassen. Für x P F gilt dann vtx “ β1 und ´vtx “ β2, daher
β “ ´β2 und somit P Ď tx P Rn|vtx “ β1u im Widerspruch zur Annahme, dass
P volldimensional ist. ■
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Nach Theorem 143 folgt, dass die aktiven Zeilen für eine minimale Fläche F Ď

argmaxtctx|Ax ď bu eine Hilbert-Basis bilden.

10.4 Vollständig unimodulare Matrizen

Definition 147. Eine m ˆ n -Matrix A mit Rang m heißt unimodular,
wenn A P Zmˆn und detpBq P t´1, 1u für alle regulärenmˆm-Teilmatrizen
B von A.

Observe. Eine quadratische unimodulare Matrix hat eine ganzzahlige Inverse
(Carmersche Regel).

Definition 148. Eine Matrix A heißt vollständig unimodular (totally
unimodular, TU), wenn jede Unterdeterminante von A (d.h. jede Determi-
nante von quadratische Untermatrizen von A ), 0, ´1 oder 1 ist.

(Insbesondere sind alle Einträge 0, ´1 oder 1).

Observe. A ist genau dann vollständig unimodular, wenn rIm As unimodular
ist.

Theorem 149. Sei A vollständig unimodular und sei b ein ganzzahliger
Vektor. Dann ist das Polyeder P “ tx P Rn|Ax ď bu ganzzahlig.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass jede minimale Fläche F von P einen ganz-
zahligen Vektor enthält.

Jede minimale Fläche von P kann als F “ tx P Rn|A1x “ b1u geschrieben
werden, wobei A1x ď b1 ein Teilsystem von Ax ď b ist.

O.B.d.A. hat A1 vollen Zeilenrang. Nach Vertauschen von Spalten können wir
A1 “ rU V s für eine Matrix U mit detpUq P t´1, 1u annehmen.

Es ist

ˆ

U´1b1

0

˙

ein ganzzahliger Vektor in F .

Theorem 150. Sei A P Zmˆn eine Matrix mit Rang m. Dann ist A genau
dann unimodular, wenn für jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder tx P

Rn|Ax “ b, x ě 0u ganzzahlig ist.

Beweis. “ ùñ ” Sei A unimodular und b ein ganzzahliger Vektor.

Sei x1 eine Ecke von tx P Rn|Ax “ b, x ě 0u. (Polyeder in Standart-Gleichungsform
sind spitz). Dann gibt es n linear unabhängige Ungleichungen in Ax ď b,
´Ax ď ´b, ´Inx ď 0, die von x1 mit Gleichheit erfüllt werden. Die Spalten von
A, die zu Nicht-Null-Einträgen von x1 gehören, sind linear unabhängig. Diese
Spaltenmenge kann zu einer regulären m ˆ m Untermatrix B von A erweitert
werden.

10 GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMMIERUNG 96



Die Einschränkung von x1 auf Koordinaten, die zu B gehören ist B´1b. Wegen
detpBq P t´1, 1u ist B´1b ganzzahlig. Alle anderen Einträge von x1 sind 0,
folglich ist x1 ganzzahlig.

“ ðù ” Angenommen tx P Rn|Ax “ b, x ě 0u ist für jeden ganzzahligen Vektor
b ganzzahlig.

Sei B eine reguläre m ˆ m-Untermatrix von A.

Zu zeigen: detpBq P t´1, 1u.

Nach der Cramer’schen Regel genügt es zu zeigen, dass B´1u für jeden ganz-
zahligen Vektor u ganzzahlig ist.

Sei u ein ganzzahliger Vektor. Sei y ein ganzzahliger Vektor mit z :“ y`B´1u ě

0. Dann ist b :“ Bz ganzzahlig.

Ergänze z mit Nullen zu einem Vektor z1 mit Az1 “ Bz “ b.

z1 ist ein zulässige Basislösung von Ax “ b. Folglich ist es eine Ecke von tx P

Rn|Ax “ b, x ě 0u. Daher ist z1 ganzzahlig und somit auch z. Insbesondere ist
B´1u “ z ´ y ganzzahlig.

Theorem 151 (Hoffman und Kruskal). Eine ganzzahlige Matrix A ist
genau dann TU, wenn für jeden ganzzahligen Vektor b das Polyeder tx P

Rn|Ax ď b, x ě 0u ganzzahlig ist.

Beweis. A ist genau dann TU , wenn rIm As unimodular ist.

Sei b ein ganzzahliger Vektor. Die Ecken von tx P Rn|Ax ď b, x ě 0u sind genau
dann ganzzahlig, wenn die Ecken von tz P Rm`n|rIm Asz “ b, z ě 0u ganzzahlig
sind.

Die Aussage folgt daher aus Theorem 150.

Theorem 152. Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann vollständig uni-
modular, wenn für alle ganzzahligen Vektoren b und c die Optima für beide
Seiten der Dualitäts-Gleichung

maxtctx|Ax ď b, x ě 0u “ mintbt | Aty ě c, y ě 0u

von ganzzahligen Vektoren angenommen wird (wenn beide Optima existie-
ren).

Beweis. Folgt direkt aus Theorem 151, denn A ist genau dann TU, wenn At

TU ist.
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Corollary 153. Eine ganzzahlige Matrix A ist genau dann TU, wenn das
Ungleichungssystem Ax ď b, x ě 0 für jeden Vektor b TDI ist.

Beweis. “ ùñ ” Wenn A TU ist, dann ist At TU. Aus Theorem 151 folgt, dass
ty P Rm|Aty ě c, y ě 0u für jeden ganzzahligen Vektor c ganzzahlig ist, d.h.
mintbty|Aty ě c, y ě 0u für jeden Vektor b und jeden ganzzahligen Vektor c,
für die das Minimum endlich ist, von einem ganzzahligen Vektor angenommen
wird.

Folglich ist Ax ď b, x ě 0 für jeden Vektor b TDI.

“ ðù ” Es sei Ax ď b, x ě 0 für jeden Vektor b TDI. Dann ist das Polyeder tx P

Rn|Ax ď b, x ě 0u für jeden ganzzahligen Vektor b ganzzahlig. Mit Theorem 151
folgt, dass A TU ist.

Theorem 154 (Ghouila-Houri). Eine Matrix A “ paijqi“1,...,m
j“1,...,n

P Zmˆn ist

genau dann TU, wenn es für jede Menge R Ď t1, . . . , nu Mengen R1, R2

mit R “ R1 \ R2 gibt, sodass für jedes i P t1, . . . ,mu gilt:

ÿ

jPR1

aij ´
ÿ

jPR2

aij P t´1, 0, 1u

Beweis. “ ùñ ” Sei A vollständig unimodular und R Ď t1, . . . , nu. Definiere

d P t0, 1un durch di “ ri P Rs. Da A TU ist, ist auch

¨

˝

A
´A
In

˛

‚ TU. Wegen

Theorem 151 ist das Polytop

P :“ tx P Rn|Ax ď

R

1

2
Ad

V

, Ax ě

Z

1

2
Ad

^

, x ď d, x ě 0u

ganzzahlig. Wegen 1
2d P P ist P ‰ H. Sei z eine ganzzahlige Ecke von P . Dann

gilt für jedes i P t1, . . . ,mu:

n
ÿ

j“1

aijzj ď

S

1

2

n
ÿ

j“1

aijdj

W

ď
1

2
`

1

2

n
ÿ

j“1

aijdj

sowie
n

ÿ

j“1

aijzj ě

[

1

2

n
ÿ

j“1

aijdj

_

ě ´
1

2
`

1

2

n
ÿ

j“1

aijdi

Folglich ist

´1 ď

n
ÿ

j“1

aijpdj ´ 2zjq ď 1

10 GANZZAHLIGE LINEARE PROGRAMMIERUNG 98



Definiere R1 :“ tj|dj ´ 2zj “ 1u, R2 :“ tj|dj ´ 2zj “ ´1u.

“ ðù ”

Angenommen für jedes R Ď t1, . . . , nu gibt es R1, R2 mit den geforderten Ei-
genschaften.

Behauptung 1. Jede k ˆ k-Untermatrix von A hat Deterimiante P t´1, 0, 1u

Unterbeweis. Induktion nach k. k “ 1 ist klar.

Sei k ą 1 und die Aussage für alle k1 ă k bereits gezeigt. Sei B “ pbijqi,jPt1,...,ku

eine Untermatrix von A. (Eigentlich müssten das Doppelindices sein, der Ein-
fachheit halber gehen wir davon aus,, dass ...

O.B.d.A. sei B regulär. Nach der Cramer’schen Regel ist jeder Eintrag von B´1

in der Form detpB1
q

detpBq
, wobei B1 aus B entsteht, indem eine Spalte durch einen

Einheitsvektor ersetzt wird.

detpB1q ist die Determinante einer pk´1qˆpk´1q Untermatrix von A (Entwickle
nach der Spalte, die durch den Einheitsvektor ersetzt wurde). Insbesondere ist
nach Induktionsannahme detpB1q P t´1, 0, 1u.

Insbesondere sind alle Einträge von B˚ :“ pdetpBqqB´1 in t´1, 0, 1u. Sei b˚ die
erste Spalte von B˚. Es ist

Bb˚ “ detpBqe1

Definiere R :“ tj P t1, . . . , ku|b˚
j ‰ 0u. Für i P t2, . . . , ku ist 0 “ pBb˚qi “

ř

jPR bijb
˚
j . Folglich ist |tj P R|bij ‰ 0u| gerade.

Sei R “ R1 \ R2 sodass
ř

jPR1
bij ´

ř

jPR2
bij P t´1, 0, 1u für alle i “ 1, . . . , k.

Für i “ 2, . . . , k ist die Anzahl der von 0 verschiedenen Summanden gerade,
d.h.

ř

jPR1
bij ´

ř

jPR2
bij “ 0.

Da B regulär ist, ist
ř

jPR1
b1j ´

ř

jPR2
bij ‰ 0, d.h. Element von t´1, 1u.

(Anderefalls wären die Spalten linear abhängig.)

Für x P t´1, 0, 1uk mit xj “ rj P R1s ´ rj P R2s gilt Bx P te1,´e1u. Folglich
ist b˚ “ detpBqB´1e1 P tdetpBqx,´detpBqxu. b˚ und x sind vom Nullvektor
verschiedene Vektoren mit Einträgen ´1, 0, 1. Folglich ist detpBq “ ˘1. ■

10.5 Anwendung: Inzidenzmatrizen

Definition 155. Die Inzidenzmatrix eines Graphen G ist die Matrix
AG “ pav,eqvPV pGq,ePEpGq, wobei av,e “ rv P es im ungerichten Fall, bzw.
av,px,yq “ rv “ xs ´ rv “ ys im gerichteten Fall.
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Beweis. klar

Theorem 156. Die Inzidenzmatrix eines ungerichteten Graphen G ist ge-
nau dann TU, wenn G bipartit ist.

Beweis. trivial

Corollary 157. Max-Flow und Min-Cost-Flow Probleme bei ganzzahligen
b-Werten und Kapazitäten haben immer eine ganzzahlige Lösung.

Corollary 158 (König). In einem bipartiten Graphen ist die Größe ei-
ner minimalen Knotenüberdeckung gleich der Größe eines maximalen Mat-
ching ist.

Beweis. Das Problem, ein maximales Matching zu finden, kann wie folgt als LP
formuliert werden:

max 1
t
EpGqx

s.d. x P t0, 1uEpGq

At
Gx ď 1V pGq

Das Duale des relaxierten LP ist:

min 1
t
V pGqy ` 1

t
EpGqz

s.d AGy ` z ě 1EpGq

y ě 0

z ě 0

Die ist eine Relaxierung der LP-Formulierung des Problemes, eine minimale
Knotenüberdeckung zu finden. Da G bipartit ist, ist AG TU (Theorem 156)
und mit Theorem 152 folgt die Aussage.
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